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المعالي لشرح دروس الرياضيات ثالث ثانوي الفصل الثاني
إعداد الأساتذة /

أ.  سالم بن علي السهيمي
أ.  محمد بن احمد الشاطري
أ.  محمد عبدالمنعم عبدالجواد
أ.  جمال عبدالكريم حسن
المراجعة العلمية /
نائب رئيس أقسام الرياضيات بمنتديات يزيد
الأستاذ /محمد بن احمد الشاطري 
تنسيق وإخراج /
رئيسة أعمال منتديات يزيد

الأستاذة / تأملات
الإشراف العام /
رئيس شعبة الرياضيات بمحافظة الزلفي
والمشرف العام على مكتبة الرياضيات الحاسوبية 
خالد بن عبدالمحسن الطريقي
· الباب الخامس : 

تطبيقات التفاضل
أهم المهارات المستخدمة في الباب الأول
تذكر "قواعد الاشتقاق  "
	م
	الدالة    د{س} =
	المشتقة     دَ {س} =

	1
	ث            ثابت
	صفر

	2
	اس + ب
	ا

	3
	س ن
	ن س ن _!

	4
	[ ق {س} ]ن
	ن [ ق {س} ] ن_! × ق َ {س}         مشتقة القوس × مشتقة ما بداخل القوس

	5
	ق {س} × ر {س}

ضـرب دالتين
	ق {س} × رَ {س} + قَ {س} × ر {س}

الأولى × مشتقة الثانية + مشتقة الأولى × الثانية

	6
	 EQ \F(ق{س};ر{س})   قسمة دالتين
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 EQ \F(ر {س} × قَ {س} - ق {س} × رَ {س};أ ر {س} ٍ  @) 
 EQ \F(المقام × مشتقة البسط - البسط × مشتقة المقام ;مربع المقام ) 

	7
	[ق {/س}/
جذر تربيعي فقط
	قَ {س} / 2× [ق {/س}/           EQ \F(مشتقة ما تحت الجذر ;2 × الجذر نفسه ) 

	8
	 EQ \F(ا;ق{س})     ا ثابت
	 EQ \F(- ا × قَ {س} ;أ ق {س} ٍ  @)               EQ \F(- البسط × مشتقة المقام ;مربع المقام ) 


التحويل من الصورة الجذرية إلى الصورة الاسية  ن [ س:م: =  { س } م؛نن
	م
	الدالة د{س}
	المشتقة     دَ {س} =
	علاقات هامة

	1
	جـا س
	جتا س
	جا@س+جتا@س=1

	۲
	جتـا س
	- جا س
	جا۲ س =۲ جاس جناس

	3
	ظـا س
	قا@ س
	ظا@ س+1= قا@س

	4
	قـا س
	قا س  ظا س
	ظتا@س+1= قتا@س

	5
	قتـا س
	- قتا س  ظتا س
	قتاس =   ؛ ؛!؛لا ؛ ؛ سس

	6
	ظتـا س
	- قتا@ س
	

	7
	جـا [ د {س} ]
	دَ {س} جتا [ د {س } ]
	قاس =  ؛ ؛!؛ة ؛ ؛ سس

	8
	جـا ن [ د{س}]
	ن جان_! [ د{س } ]  جتا[ د{س} ]  دَ {س}
	


ملحوظة : الفقرتين  7 ، 8  في الجدول  تنطبق على بقية الدوال المثلثية الأخرى
	الدالة
	مجالها

	كثيرة الحدود
	ح

	الجذرية
دلأسٍ  = ن [ ق:::::::(:::::س:)
حيث ن عدد زوجي
	الجذر في البسط          ما تحت الجذر  ق(س) جمس الصفر
الجذر في المقام            ما تحت الجذر  ق(س) > الصفر

	د لأسٍ  = ن [ ق:::::::(:::::س:) :

حيث ن عدد فردي
	الجذر في البسط                            ح
الجذر في المقام                    ح – ة أصفار المقام ’

	الكسرية  د لأسٍ  =   EQ \F(م(س);ق(س)) 
	قيم س  التي تجعل المقام لا يساوي الصفر  : ق (س) لآ 0
ح – ة أصفار المقام ’

	اللوغاريتمية   دلأسٍ  = لوق(س)
	قيم س التي تجعل ما بعد اللوغاريتم ى صفر : ق(س)ى0

	الجيب         دلأسٍ  = جا س
	ح

	جيب التمام   دلأسٍ  = جتا س
	ح

	الظل           دلأسٍ  = ظا س
	قيم س التي تجعل جتا س  لآ صفر

	الاسية           دلأسٍ  =  ا س
	ح


· ملاحظات : 

 1~  تكون المشتقة غير معرفة في الحالات التالية :

             ا~  عند طرفا الفترة إذا كان مجال الدالة فترة مغلقة 

 مثلاً  :  إذا كانت الدالة  د  مجالها   [ ا ،ب]   فإن  دَ (س)  غير معرفة  عند  ا , ب      
            ب~  النقط التي تكون عندها الدالة غير متصلة 

مثلاً  : الدالة    د(س) =   ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛س؛ سس؛؛؛؛؛- ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛2           الدالة غير قابلة للاشتقاق عند س=۲        
            ج~ عند نقط الانكسار 

مثلاً  : الدالة    د(س) = ‘ س-1‘   لها نقطة انكسار عند  س=1

            د~  النقط التي يكون عندها المماس ( رأسي ) // صص
 ۲~  إذا كانت المشتقة = صفر يكون ” المماس ( أفقي ) // سس  “
· ملاحظات :

1~  دالة كثيرة الحدود متصلة وقابلة للاشتقاق على  (
۲~  إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق عند س= ا  فإن الدالة متصلة عند س=  ا (والعكس غير صحيح)
3~  إذا كانت الدالة غير متصلة عند س = ا  فإن الدالة غير قابلة للاشتقاق عند س = ا
النقاط الحرجة

ما المقصود بالنقطة الحرجة ؟

· التفسير الهندسي :
هي النقطة التي يكون عندها المماس يوازي محور السينات  أو يوازي محور الصادات أو النقاط التي يكون عندها انكسار أو النقاط التي يتغير عندها تعريف الدالة.
فمثلاً : 
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نقطة حرجة عند س=-۲  ( المماس // سس )                
 نقطة حرجة عند س=1( نقطة انكسار )                   

تعريف : 

نسمي النقطة  ( س , د(س) )  حيث س ي مجال الدالة  د نقطة حرجة للدالة  د إذا كان  دَ (س) = صفر ( تنعدم المشتقة )   أو  كانت دَ (س) غير قابلة للاشتقاق ( لا توجد مشتقة ).
· طريقة إيجاد النقاط الحرجة :

   1~ نعين مجال  الدالة 

   ۲~ نوجد  دَ(س) معمع التبسيط 
   3~ لايجاد النقاط الحرجة :

    ا~    نضع  دَ (س) = صفر          ( البسط = صفر )    

   ب~   دَ (س) غير قابلة للاشتقاق 

1- المقام = صفر , المماس (راسي) // صص      ( الدالة الأصلية ليس لها مقام )

۲- نقاط إعادة التعريف للدالة المعرفة بأكثر من قاعدة .
3- النقاط التي يكون عندها انكسار 

  4~ نعوض بقيمة س في الدالة الأصلية ونوجد د(س) 

   إ     النقطة الحرجة هي ( س , د(س) )

ملاحظة : إذا كانت ج  نقطة حرجة لدالة مجالها فترة مغلقة [ ا ،ب]   فإن ج  ( ( ا ، ب ).
· تمرين فصلي :

  أوجد النقطة الحرجة  للدالة   د(س)= س@-6س + 1  في الفترات التالية :

ا~  أ0 , 4 ٍ   

 ب~  أ0 , ۲ ٍ  

 ج~  أ0 ,  3 ٍ
ملاحظة :  النقاط الحرجة لدوال القيمة المطلقة توجد عند 

ا~ جذور (أصفار) الدالة 



 ب~ جذور ( أصفار ) المشتقة

· مثال :

  أوجد النقطة الحرجة  للدال التالية  

1~  د(س)= ‘ ۲س - 8 ‘  


۲~ د(س)= ‘ س@-6س+5 ‘
ملاحظة : لا توجد نقاط حرجة للدالة الخطية ( كثيرة حدود من الدرجة الأولى )
·   تمرين فصلي :
أوجد النقاط الحرجة للدالة  د(س)=۲ س+ 3
تمارين
· أختر الإجابة الصحيحة :

عدد النقاط الحرجة للدالة  د(س)  =     ؛س$4؛ ؛ - س@+ س + 1  على الفترة  { -1 ، 5 }  هي
    ا~  لا يوجد 

   ب~    1 

 ج~    ۲  

 ء~ 3
عدد النقاط الحرجة للدالة د(س) = 3س – 1 على الفترة  {-1 ، 3 }   هي

    ا~  صفر 

   ب~    1  

 ج~    ۲ 

 ء~ 3 

النقاط الحرجة  للدالة د(س)  =  س@  #[ س/+/ 1/ تتحقق عند    س =
   ا~  -1  ،  0   
  ب~    0  ،     -  ^؛7  

  ج~  -1 ،  - ^؛7  
  ء~   0 ،  -1 ، - ^؛7 

النقطة الحرجة للدالة د(س)  = ‘س- ۲‘ + 1   هي
   ا~  {۲ ، 0 } 
 ب~  {-۲، 5} 

  ج~  {4 ، 3 }  
  ء~ { ۲ ، 1 }
النقاط الحرجة للدالة د(س) =  !؛2 س# - #؛2 س على الفترة   {-1 ،۲ } هي عند س =
ا~  -۲
 ب~  1


 ج~  -1 

   د~-3
· الواجب :
 أوجد النقاط الحرجة للدالة  د(س)=   [  س:@:-:1 :    

القيم القصوى المطلقة

· التفسير الهندسي :

1~ إذا كانت د(ج) قيمة عظمى للدالة د على الفترة ف فإن النقطة  ( ج , د(ج)) أعلى نقطة في الرسم البياني للدالة .
۲~ إذا كانت د(ج) قيمة صغرى للدالة د على الفترة ف فإن النقطة  ( ج , د(ج)) أسفل نقطة في الرسم البياني للدالة.
توضيح :  على الشكل المقابل 
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في الفترة [ج  3  , ج  6]    
عند س=  ........ قيمه صغرى مطلقة 



عند س=  ........  قيمه عظمى مطلقة 

  في الفترة [ج  5  , ج  6  ]    
عند س=  ........    قيمه صغرى مطلقة 



عند س=  ........  قيمه عظمى مطلقة

· أكمل :

1~  في الفترة [ ج  2 , ج  4 ]    
عند س=  ........ قيمه صغرى مطلقة 



عند س=  ........  قيمه عظمى مطلقة 

۲~   في الفترة [ج  1, ج  8 ]    
عند س=  ........  قيمه صغرى مطلقة 



عند س=  ........  قيمه عظمى مطلقة  
تعريف : (القيمة العظمى المطلقة )
إذا كانت الدالة د معرّفة على الفترة المغلقة  [ ا ،ب]   فإن القيمة العظمى المطلقة لها في هذه الفترة هي أكبر قيمة في مجموعة قيم الدالة .أي أكبر قيمة في المجموعة { د(س) : س (  [ ا ،ب]   }

أو :  نقول أن الدالة د قيمة عظمى على الفترة ف إذا وجدت   ج  ( ف بحيث د(ج) جمس د(س)  لكل س ( ف 

تعريف : (القيمة الصغرى المطلقة )
إذا كانت الدالة د معرّفة على الفترة المغلقة  [ ا ، ب ] فإن القيمة الصغرى  المطلقة لها في هذه الفترة هي أصغر قيمة في مجموعة قيم الدالة . أي أصغر قيمة في المجموعة { د(س) : س (  [ ا ،ب] }

أو : نقول أن الدالة د قيمة صغرى على الفترة ف إذا وجدت  ج  ( ف بحيث د(ج) حمس س د(س)  لكل س ( ف.
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ملاحظات :

3~ قد تحقق الدالة د قيمة قصوى مطلقة عند أكثر من نقطة .
4~ قد تعجز الدالة عن تحقيق قيمة عظمى أو صغرى على ف مثل الدالة الثابتة  والدالة   د(س)=     !؛سس    

5~ إذا كانت الدالة متصلة على فترة مغلقة فإن القيم القصوى تتحقق إما عند النقاط الحرجة أو عند طرفي الفترة .
6~ إذا لم توجد للدالة المتصلة على الفترة المغلقة أية نقاط حرجة فعندئذ تتحقق القيم القصوى عند طرفي الفترة وتكون الدالة حينئذ إما تزايدية أو تناقصية . 
7~  قد تكون للدالة ( على الفترة المغلقة ) قيم عظمى أو صغرى عند أكثر من نقطة .
8~ القيم القصوى لكثيرة الحدود من الدرجة الأولى المعرفة على فترة مغلقة تكون عند طرفي الفترة .
9~ إذا لم توجد للدالة المتصلة على الفترة المغلقة أية نقاط حرجة ولم يكن هناك فترة مغلقة فإنه  لا توجد قيم قصوى .
تعريف : القيم القصوى ( العظمى – الصغرى ) المطلقة
إذا كانت ج ( ف
 1~ تكون د(ج) قيمة عظمى للدالة إذا كانت د(ج ) ( د(س) لكل س ( ف .
 ۲~ تكون د(ج) قيمة صغرى للدالة إذا كانت د (ج) ( د (س) لكل س ( ف .
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نظرية ( القيم  القصوى )
إذا كانت د ( س ) متصلة على [ ا، ب] فإنها تكون محدودة وتأخذ قيمتيها العظمى والصغرى المطلقة على [ ا ، ب ]
أي أن  : كل دالة متصلة على فترة مغلقة لا بد من وجود قيمة عظمى مطلقة وكذلك قيمة صغرى مطلقة على الأقل.
نظرية :
إذا كانت الدالة تأخذ قيمة قصوى على الفترة المفتوحة ف عند ج  ي ف ، عندئذ إما أن الدالة غير قابلة للاشتقاق عند ج  أو أن دَ(ج) = صفر .
· طريقة إيجاد القيم القصوى للدالة في الفترة [ ا، ب]
  1~ نوجد النقط الحرجة ( كما تعلمنا في الدرس السابق ).
  ۲~  نتأكد أن النقط الحرجة تنتمي للفترة المفتوحة ( ا ، ب ) .
  3~ نعوض في الدالة الأصلية بالنقط الحرجة وأطراف الفترة . 

  4~ أكبر ناتج هو القيمة العظمى وأصغر ناتج هو القيمة الصغرى.
· ملاحظة :

  إذا كان  ا×(دالة)ن  = صفر   فإن         الدالة = صفر 

احسب قيم الدالة القصوى د(س)= س@ – 8س + 15 على ف    أ0، 5 ٍ    
الحل : بالاشتقاق ومساواتها بالصفر 

    د(س) = س@ – 8س + 15 ئ  دَ (س) = 2س – 8  = صفر

  إ  2س = 8                 ئ   س = 4    نقطة حرجة  ي {0، 5 }
القيم القصوى تتحقق في ة 0 ، 4 ، 5 ’ 

د(0) = 15         د( 4) = -1            د( 5) = صفر 

وتكون القيمة العظمى 15 عند س= 0  والقيمة الصغرى  -1 عند س= 4

            ليست كل نقطة حرجة تقود لقيمة قصوى.
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 تنبيهات  :

1~  إذا كانت الدالة تحقق قيمة عظمى عند أكثر من نقطة

 ( ثلاث نقط مثلاً ) فإننا لا نقول أن الدالة ثلاث قيم عظمى

 بل نقول ان للدالة قيمة عظمى عند ثلاث نقط ,

 والأمر نفسه ينطبق على القيمة الصغرى .
في الشكل المقابل

للدالة قيمة عظمى عند س= 4  , س= -1

۲~ ليس كل نقطة حرجة تحقق عندها الدالة قيمة قصوى.
أوجد القيم القصوى للدالة  جد جا س + جتا س    أ0، طٍ
الحل : دَ(س) = حتاس – جاس   ئ    جتاس = جاس     ئ ظاس = 1 

        س = 45 ْ        س =     ط4 ؛ 

         د( 0) = 1

           د( ط) = -1 قيمة صغرى               د(ط4 ؛) = 1.4  قيمة عظمى

·  تطبيق فصلي : 
أحسب القيم  القصوى للدالة  جد س#- 1۲س+8                على الفترة أ-3 ،5ٍ  
اطراد الدالة

  ما المقصود باطراد الدالة  :

 ا~ إذا كان مقدار الدالة يزيد مع زيادة المتغير س فإننا نقول لأن الدالة متزايدة.

ب~ إذا كان مقدار الدالة ينقص مع زيادة المتغير س فإننا نقول لأن الدالة متناقصة .

· المعنى الهندسي للاطراد :

تكون الدالة متزايدة إذا صعد منحناها إلى أعلى كلما تحركت س إلى اليمين , و تكون الدالة متناقصة إذا هبط منحناها إلى أسفل كلما تحركت س إلى اليمين.
·  تنبيه : 
ليس هناك ما يمنع أن تكون دالة ما متزايدة في فترة أو أكثر ومتناقصة في فترة أو أكثر.
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على الشكل المقابل :

الدالة تزايدية في الفترة [ 0 , همس )    

الدالة تناقصية في الفترة (  همس  , 0 ]     

نظرية : لتكن د دالة متصلة على  أا، بٍ     فإن 

1~ د  متزايدة على  أا، بٍ    إذا كانت دَ{س} ى 0 لكل   س ي  {ا، ب} 

۲~ د  متناقصة على  أا، بٍ    إذا كانت دَ{س}آ 0 لكل   س ي  {ا، ب}
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                                                         س                   ج نقطة حرجة 
                                                           دَ{س}           +   +    +        -   -   -  
         ‘                    إ                    
د  متزايدة على الفترة أ ج، همس )    ،      د  متناقصة على الفترة ( همس،  جٍ
· طريقة دراسة اطراد دالة :

1~ نحدد المجال ( إن لم يعطى ) .                               ۲~ نشتق الدالة .
3~ نجد النقاط الحرجة (  المجال .   

4~ نضع قيم س على خط الأعداد ونبحث إشارة دَ(س) .
5~ الإشارة الموجبة تعني أن الدالة تزايدية , الإشارة السالبة تعني أن الدالة تناقصية .
اوجد فترات التزايد والتناقص للدالة د(س) = س@ – 2س -3

لدراسة مشتقة الدالة

        دَ(س) = ۲س – ۲ 
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                                                                      س                 1                                                  
                                                                    دَ {س}   ‘   +      -  إ  -

       ۲س -۲ = صفر

           س= 1 

تكون الدالة متناقصة في الفترة (- همس  ، 1ٍ    ومتزايدة في الفترة أ 1،  همس )
تمارين
· اختر الإجابة الصحيحة :

الدالة د(س) =  س  +  !؛ سس    تزايدية في الفترة                                  
ا~ { 1 ،  همس )

 ب~ ( - همس ، 1} 
 ج~ {1، همس) حح(- همس ،-1}
  د~   {-1،1} – ة صفر’
د(س) = (س – 1)  #[س@/   تناقصية في الفترة
ا~   { @؛5  ,  همس } 
 ب~ { 0 , @؛5 } 

 ج~  { - همس , 0 ) 

د~  ح
الدالة د{س} = س@- ذس + 5  متناقصة على الفترة 

  ا~ {1 ،  همس} 

 ب~ أ1 ،  همس} 
  ج~  {- همس، 1ٍ   

 د~ {- همس، 1} 
في الفترة  أ 0، ط ٍ     الدالة د{س} =  جـا س   متناقصة على الفترة 

  ا~ أ0 ، ط؛4 ٍ   
 ب~ أ0، ط؛2 ٍ   

 ج~ أ ط؛4 ، ط؛2 ٍ   

 د~ أط؛2 ، طٍ

الدالة د{س} =   ؛  س؛سسذ =  ؛1     متزايدة على الفترة 

  ا~ أ1، همس} 
 ب~ أ-1،همس} 

 ج~  {- همس، 1ٍ    

  د~ أ- 1، 1ٍ
· أكمل ما يلي:

1~ إذا كانت دََ (س) آ 0 لكل س ي (ل ، م )  فإن د(س) على أل ، م ٍ     تكون .......

۲~ إذا كانت دَََ (س) ى 0 لكل س ي ( ل ، م ) فإن د(س) على أ ل ، م ٍ      تكون .......

ادرس اطراد الدالة د{س} =  !؛2 س – جتا س    في الفترة  أ0، #؛2 طٍ
ادرس اطراد الدالة د{س} =   [ -:س:@:-:۲ :س:+:8 :    على مجالها

حدد فترات التزايد والتناقص للدالة  د{س} = جا س + جتا س    في الفترة أ ط، ۲طٍ

· الواجب : 
أوجد فترات التزايد والتناقص للدالة د{س} = س$ -18س@ +9
تصنيف النقاط الحرجة"العظمى والصغرى المحلية"

 تعريف :  إذا كانت ج  في مجال الدالة :
  1~ نقول إن للدالة قيمة عظمى محلية عند ج  إذا وجدت فترة مفتوحة ف  تحتوي ج بحيث يكون   
     د( ج)  ( د (س)  لكل  س ( ف  
  ۲~ نقول إن للدالة قيمة صغرى محلية عند ج إذا وجدت فترة مفتوحة ف تحتوي ج  بحيث يكون   
     د(ج )  ( د (س)  لكل  س ( ف  
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على الشكل : دالة مجالها ح

  عند س= ب , س= ء  قيمة صغرى محلية         

  عند س= ا, س= ج , س= ه قيمة عظمى محلية
· تمرين فصلي :

 هل يمكن أن تكون القيمة الصغرى المحلية أكبر من القيمة العظمى المحلية ؟ وضح بالرسم .
  اختبار المشتقة الأولى : إذا كانت     ا  ،   ب   ،   ج        نقاط حرجة للدالة د   وكان :                                                 
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                   س                               ا                       ب                        ج
               دَ{س}        +   +   +    +        -   -   -   -       +   +   +   +        +  +  +   + 
                                   ‘   ‘                 إ  إ              ‘  ‘               ‘   ‘
فإنه  من الرسم :    د{ا} قيمة صغرى محلية ،   د{ب} قيمة عظمى محلية    ،  د{ج} لا تمثل قيمة قصوى محلية.

[image: image5]
· ملاحظات :

 1~ إذا كانت إشارة المشتقة الأولى عن يسار النقطة سالبة وعن يمينها موجبة فللدالة قيمة صغرى محلية .
 ۲~  إذا كانت إشارة المشتقة الأولى عن يسار النقطة موجبة وعن يمينها سالبة فللدالة قيمة عظمى محلية.
 3~ إذا وجدنا بالقرب من النقطة دَ لا تختلف عن يمين النقطة وعن يسارها فان النقطة ليست قيمة قصوى.
حدد مواضع القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة  د(س) = س# – 6س@ + 9س – 5

الحل :   بدراسة المشتقة الأولى 
      دَ(س) =3 س@ – 12س + 9

3(س@- 4 س  + 3) = 0
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3(س – 3 ) (س – 1 ) = 0

[image: image46.png]G ol Dsh ] Sl Sl
| ¥[o| x| R[] As| 4]l 05|

]

Zm® e



[image: image47.png]e
D[ |@IS(5| | 1] s x| QR[] Al 4]0
\Y=* =l

Sl bbas

)

5 L«

2



س= 3    ، س = 1                                            س           3                       1

[image: image48.png]Sl Slpl Sllus Ol

D) |@IS[5) v 1] wo|| x| KAl Al Aln

]

A poin -

e WL TZ AP e



                                                                     دَ {س}     +                -               +

                                                                                 ‘    ص            إ          ع          ‘
عند س = 1     قيمة عظمى محلية

عند س = 3    قيمة صغرى محلية 

نظرية  : 

إذا كان للدالة د قيمة قصوى محلية عند ج  فإن ج  نقطة حرجة للدالة د ( العكس ليس صحيح دائماً )

· تمرين فصلي :

وضح بمثال أن عكس النظرية السابقة غير صحيح دائماً         (  استخدم الدالة د(س) = س#  )

· ملاحظات :
  1~ نسمي القيمة القصوى المحلية قيمة قصوى نسبية.
  ۲~ القيمة العظمى المحلية هي أكبر قيمة تأخذها الدالة في فترة معينة.
  3~ القيمة الصغرى المحلية هي أصفر قيمة تأخذها الدالة في فترة معينة.
  4~ إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق عند النقطة ج وكانت د(ج) قيمة قصوى محلية فإن  دَ(ج) = صفر
  5~ إذا كانت للدالة المتصلة د نقطة حرجة وحيدة حـ على الفترة ف وكانت  د (ج ) قيمة قصوى محلية فإن د (ج ) قيمة 
قصوى مطلقة على ف  ( نستفيد كثيرا من هذه الملاحظة في موضوع تطبيقات القيم القصوى).
  6~ ليس بالضروري أن كل نقطة حرجة تقود لقيمة قصوى محلية  ولكن العكس صحيح . انظر التمرين السابق
  7~ القيمة العظمى المحلية لدالة قد لا تكون أكبر من كل قيمة صغرى محلية لنفس الدالة. 
نظرية  :  ( اختبار المشتقة الثانية )
إذا كانت ج  نقطة حرجة

ا~  إذا كانت دً( س ) ( 0   (   د(ج) قيمة صغرى محلية.
ب~  إذا كانت دً( س ) ( 0   (   د(ج ) قيمة عظمى محلية.
· ملحوظة :
  1~ لا يمكن تطبيق النظرية  إذا كانت دً (س) = صفر أو دً (س) غير معرفة فنلجأ إلى اختبار المشتقة الأولى.
  ۲~  لإيجاد القيم القصوى نستخدم اختبار المشتقة الأولى إلا إذا طلب منا استخدام اختبار المشتقة الثانية . 
· مثال :
حدد مواضع القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة  د(س) = س# – 6س@ + 9س – 5

الحل :

دَ(س) =3 س@ – 1۲س + 9

3(س@- 4 س  + 3) = 0

3(س – 3 ) (س – 1 ) = 0

س= 3    ، س = 1 

  دَ {س} =3 س@ – 1۲س + 9 

 دً(س) = 6س – 1۲
دً(1) = 6(1) – 1۲= -6 ئ  س =1  عندها قيمة عظمى  لان إشارة دً  سالبة.
دً(3) = 6(3) – 1۲= 6   ئ  س= 3  عندها قيمة صغرى  لان إشارة دً  موجبة.
تمارين
حدد مواضع القيم العظمى والصغرى المحلية للدالة  د{س} = !؛2 س – جا س على الفترة أ0،۲طٍ
إذا كانت د{س} = س# -6 س@+ 9 س   أوجد فترات التزايد والتناقص موضحا النقط العظمى والصغرى المحلية 

أوجد فترات التزايد والتناقص للدالة د{س} = س$ -18س@ +9 موضحا النقط العظمى والصغرى المحلية

إذا كانت ج نقطة حرجة للدالة د وكانت دً{ج}ى0 فإن النقطة {ج ، د{ج}} :

  ا~ صغرى محلية 
 ب~ عظمى محلية 
 ج~ نقطة انقلاب

 د~ الأصل

إذا كانت ج نقطة حرجة للدالة د وكانت دً{ج}آ0،فإن د{ج} قيمة .......... محلية

· الواجب :
أوجد فترات التزايد والتناقص للدالة د{س}=س$ -4س# موضحا النقط العظمى والصغرى المحلية.
تقعر الدالة
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تعريف : تقعر الدالة لأعلى ولأسفل
إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة ( ا ، ب ) .
1) نقول إن الدالة مقعرة لأعلى  على الفترة ( ا ، ب ) إذا كانت دَ(س) تزايدية . 
على تلك الفترة  ( أي أن المنحنى في هذه الفترة يقع فوق مماساته ) .
2 ) نقول إن الدالة مقعرة لأسفل على الفترة ( ا ، ب ) إذا كانت دَ( س ) تناقصية 
على تلك الفترة  ( أي أن المنحنى في هذه الفترة يقع تحت مماساته ).
· ملاحظة :

نسمي أحيانا التقعر لأعلى تحدب لأسفل  و  نسمي التقعر لأسفل  تحدب لأعلى   
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 من الشكل المقابل : أكمل 

الدالة مقعرة لأعلى في الفترات ...............
ومقعرة لأسفل في ............................
عند س=......, س= ..........  نقطتا انقلاب 

نظرية : ( تقعر الدالة )
الدالة  د  القابلة للاشتقاق  مرتين على الفترة {ا، ب }  ، تكون  

1~ مقعرة لأعلى على الفترة {ا، ب }     إذا كانت  دً {س} ى 0   لكل س ي {ا، ب}  

۲~ مقعرة لأسفل على الفترة {ا، ب }    إذا كانت  دً {س}  آ 0  لكل س ي {ا، ب }
الدالة د  مقعرة لأعلى على الفترة  {ا ،  همس}[image: image51.png]


                                       س                       ا

 الدالة د مقعرة لأسفل على الفترة  {- همس، ا}                                دً {س}      +     +   +    -   - -         
                                                                                               ئئ            ئ                                                                                                                             

  النقطة {ا ، د {ا} } تسمى نقطة  انقلاب " انعطاف"     بشرط  دً {ا} = صفر
تعريف  :

 إن النقطة التي يتغير عندها اتجاه تقعر المنحنى ( من أعلى إلى أسفل أو من أسفل إلى أعلى تسمى نقطة  انقلاب (انعطاف).
· ملاحظات : 

1 ) المماس عند نقطة الانقلاب يقطع المنحنى فهو في جهة يقع فوق المنحنى وفي جهة أسفل المنحنى 
2 ) عند نقطة الانقلاب تكون المشتقة الثانية إما تساوي صفراً أو غير معرفة  
3 ) نقطة الانقلاب الأفقية هي النقطة التي يكون عندها المماس // صص ( أفقياً ) وتكون المشتقة الأولى والثاني عندها تساوي صفراً.
· خطوات الحل :
1~   نحدد المجال ( إن لم يعطى ) .  


۲~   نشتق الدالة مرتين .
3~  نجد النقاط التي يكون عندها دً ( س ) = صفر أو  دً ( س )  غير معرفة .
4~ لدراسة التقعر نرسم خط الأعداد ثم ندرس إشارة دً ( س ) حول النقاط الناتجة في فقرة 3 والنقاط التي عندها الدالة الأصلية غير معرفة .
5~ نطبق النظرية : حيث أنه إذا كانت المشتقة الثانية موجبة فإن الدالة تكون مقعرة لأعلى وإذا كانت سالبة فإن الدالة تكون مقعرة لأسفل .
6~ أما نقط الانقلاب فهي النقط التي تتغير حولها إشارات أصفار ( جذور ) دً( س) .
ادرس تقعر الدالة وبيّن نقاط الانعطاف د(س) = س# -6س@ +2س -3 

الحل :    مجالها ح

[image: image52.bmp]  دَ(س) = 3س@ -12س +2                                                             س                2
  دً(س) = 6س -12  ئ  6س = 12   ئ س = 2                             دً(س)     ++++      ----

ندرس إشارة دً  عند س=2                                                                                                  ئئ         ئ
· ملاحظة : 
الشرط السابق    دً {ا} = صفر   شرط ضروري ولكن ليس كافياً لوجود نقطة انعطاف 

ويلزم وجود شرط آخر وهو اختلاف الإشارة حول ا
· تمرين فصلي :  
عدد نقط الانقلاب للدالة  د(س)= س$   هو

 ا~  واحد  

  ب~  ۲  

  ج~   3 

 ء~  صفر

·  ملاحظة :

1~  فترات التقعر فترات مفتوحة  

۲~ إذا كانت {ا ، د {ا} } نقطة انقلاب للدالة  د فإنها تعتبر نقطة حرجة للدالة  دَ(س)  

3~ فترات التقعر للدالة  د تعتبر فترات اطراد للدالة دَ( س) مع ملاحظة أن فترات الاطراد تكتب مغلقة 
تمارين
ادرس تقعر الدالة  د{س} = س$ -18س@ +9 مبينا نقاط الانعطاف
حدد فترات التقعر ونقاط الانقلاب للدالة  د{س} = - س# +3 س+4
الدالة د{س} = س{س- 3}@ مقعرة لأعلى في الفترة 

  ا~ {۲ ،  همس}         ب~ {- همس ،۲}           ج~ {1،  همس}         د~ {- همس،1}
أوجد فترات التقعر للدالة د{س} = س$ -4س# موضحا نقاط الانعطاف
لمنحنى الدالة د{س} = س$ - 6س@ نقطتا انعطاف هما { ...، - 5} ،  { ...، - 5}
· الواجب :    
إذا كانت د{س} = س# - 3س@ - ۲4 س+۲ أوجد فترات التقعر موضحا نقاط الانعطاف
نظرية رول

[image: image53.bmp]
 س/ ما هو التفسير الهندسي لمشتقة دالة عند نقطة ؟

س/ في الشكل المجاور ما العلاقة بين مشتقة الدالة عند ج وميل المماس ؟

نظرية  : ( نظرية رول ) 
إذا كانت الدالة  جد معرفة على الفترة أا،بٍ   وكانت :

1~ د متصلة على الفترة أا،بٍ      

۲~ د قابلة للاشتقاق على الفترة {ا،ب}     

3~ د {ا} = د{ب } 

فإنه توجد على الأقل نقطة واحدة  ج ي {ا،ب }  تحقق      دَ {ج} = صفر      "عندها المماس للمنحنى يوازي محور السينات"

· ملاحظة : 
تسمى هذه النقطة بالنقطة الحرجة .
تحقق شروط رول في [ ا ، ب ] يضمن لنا وجود نقطة حرجة ج  ( ( ا ، ب ) .
إذا لم تكن الدالة كثيرة حدود يجب أولا تحديد مجالها. 

· المعنى الهندسي
إذا كانت الدالة متصلة على فترة مغلقة [ ا ، ب ] وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة ( ا ، ب ) وعندما   د (ا) =  د (ب) فلا بد أن توجد نقطة واحدة على الأقل ( نقطة أو أكثر ) تقع بين طرفي الفترة يكون عندها المماس موازياً لمحور السينات  .

[image: image7]
· تمرين فصلي : 
هل شروط نظرية رول ضرورية ولازمة ؟ أم أنها كافية ؟    استخدم الدالة   د(س)=س@+1  في [ -1 ، 3 ]
 بمعنى آخر : هل عدم تحقق أحد الشروط لا يعني بالضرورة عدم وجود نقطة ج ي ( ا ، ب ) تحقق  دَ (ج ) = صفر
· تمرين : 
علل  الدالةجد ‘ س - 4‘   لا تحقق نظرية رول على الفترة أ1، 5ٍ    
· ملاحظات :

1~ أي كثيرة حدود دائماً تحقق الشرطان
 ( ا) متصلة على فترة مغلقة                              (ب)   قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة  
۲~ في كثيرة الحدود من الدرجة الثانية المعرفة على الفترة [ ( ، ب ]  إذا كان د (( ) = د (ب) فإن
 قيمة      ج =ا+؛2ب؛      ( الإحداثي السيني لرأس القطع المكافئ )   
3~ كثيرات الحدود من الدرجة الأولى لا تحقق نظرية رول لأن الشرط الثالث لا يتحقق        د( ا)  (  د (ب)
4~ إذا كانت الدالة ثابتة على الفترة [ ا، ب ] فإن ج  تكون أي نقطة  ( ( ا ، ب )  
5~ إذا اختل ( لم يتحقق ) أي شرط من الشروط الثلاثة لا يمكن تطبيق نظرية رول.

حقق نظرية رول للدالة د(س) = س@ – 4س + 4 في الفترة  ف= أ0 ، 4 ٍ  

الحل: د متصلة في ف لأنها كثيرة حدود 
       د قابلة للاشتقاق في (0 ، 4) 

       د ( 0) = 4     ،    د( 4) = 4 

        إ شروط رول محققة ويوجد ج  ي (0، 4)  بحيث  دَ(ج ) = 0

 دَ(س)= ۲س – 4 =0     ئ     ۲س =4     ئ  س = ۲    ي(0، 4)

       أي أن عند س = ۲   المماس يوازي محور السينات.
  تمارين
اختر الإجابة الصحيحة:

قيمة  ج  التي تحققها نظرية رول للدالة  جد س# - 6س@+ 9 س+ 18  في الفترة أ0، 3ٍ    تساوي

ا~  صفر

ب~ 1 

  ج~  3 

 د~  1 ، 3

الدالة  جد س@ +ذس – 5  لا تحقق نظرية رول            على الفترة أ0، ۲ ٍ      لأنها  :

  ا~ غير متصلة  علىأ0، ۲ٍ      ب~  غير قابلة للاشتقاق على {0، ۲}        ج~ د{0}لآد{۲}        د~ غير ذلك

الدالة  جد س@ + ك س +5   تحقق شروط نظرية رول       على الفترة أ1، 3ٍ   عندما      ك = 

ا~  -4  

  ب~ صفر 

 ج~  4   

  د~  5
قيمة  ج  التي تحققها نظرية رول للدالة  جد جتا س          على الفترة أ0، 2 طٍ    تساوي :

ا~  صفر  

 ب~ !؛4 ط 

 ج~  !؛2 ط 

 د~  ط
· الواجب :

حقق شروط نظرية رول للدالة جد   [4 :س:- :س:@: على أ0، 4ٍ  ،ثم أوجد قيمة ج التي تعينها النظرية .

إذا كانت د{س}=  س@ -4 س تحقق شروط نظرية رول على  أا،3 ٍ    فأوجد قيمة   ا .
نظرية القيمة المتوسطة للتفاضل
[image: image54.bmp]نظرية : (القيمة المتوسطة) 

إذا كانت الدالة :
1~ متصلة في الفترة المغلقة [ا ، ب ]
۲~ قابلة للاشتقاق في الفترة المفتوحة (  ا ، ب )
فإنه يوجد على الأقل ج  ( (ا ، ب )  بحيث دَ ( ج ) = ني

·    تمرين : 
أيهما يعتبر حالة خاصة من الأخرى نظرية رول أم نظرية القيمة المتوسطة للتفاضل ؟ ولماذا ؟
· ملاحظة : 

ا~    دَ{ج}  يسمى ميل المماس لمنحنى الدالة د عند ج   ، 

ب~  ني يسمى ميل الوتر المار بالنقطتين     {ا، د{ا} }    {ب ،د{ب}}
                     " عند ج  المماس  ] الوتر " 
ج~  جميع كثيرات الحدود على فترة مغلقة  تحقق شرطي نظرية القيمة المتوسطة .

المعنى الهندسي
إذا كانت الدالة متصلة على فترة مغلقة [ ا ، ب ] وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة ( ا ، ب ) فلا بد أن توجد نقطة واحدة على الأقل ( نقطة أو أكثر ) تقع بين طرفي الفترة يكون عندها المماس موازياً للوتر( الواصل بين طرفي الفترة ) .

[image: image8]
                       ب   ج     د       ه   ا                                             ب           ج       ا
عند س= ج فقط تتحقق لان المماس عندها يوازي الوتر الواصل بين النقطتين {ا، د(ا)}، {ب، د(ب)}  وهذا هو المعنى الهندسي للنظرية .

· تدريب  : 
هل شروط نظرية القيمة المتوسطة شروط إلزامية ؟ 

· تمرين فصلي :  
هل الدالة التالية تحقق شرطا نظرية القيمة المتوسطة ثم عين ج  إذا توفرت الشروط 

    جد      ؛؛؛ بجسسس؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛سس -!؛؛؛؛؛؛؛؛1؛؛؛؛؛؛بمس؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ذ     أ0، ۲  ٍ
· ملاحظات :

1~   نظرية رول حالة خاصة من نظرية القيمة المتوسطة .
۲~ كثيرات الحدود تحقق نظرية القيمة المتوسطة دائماً .
3~ في كثيرة الحدود من الدرجة الثانية المعرفة على  الفترة [ا ، ب ]  قيمة   ج =ا+؛2ب؛  .
3~ إذا كانت الدالة ثابتة أو من الدرجة الأولى على الفترة [ا ، ب ] فإن ج تكون أي نقطة  ي (ا ، ب )  .
4~ إذا اختل أي شرط من الشرطان لا يمكن تطبيق نظرية القيمة المتوسطة .
نظرية  : 

إذا كانت د( س)= صفراً لكل س( ( ا ، ب )فإن الدالة ثابتة على ( ا ، ب)

         قرر إن كان يتوفر للدالة شرطا نظرية القيمة المتوسطة ثم اوجد ج
        د(س) = س@ – س – 3     ، ف = أ0 ، 3 ٍ

الحل :

        د متصلة على أ0 ، 3 ٍ   لأنها كثيرة حدود وكذالك متصلة على (0، 3)

       إ يوجد جـ ي (0، 3) بحيث  دَ(ج) = ني

        بم د(3)=  9-3-3 =3          ،   د( 0) = 0- 0 – 3 = -3 

        إ ۲س – 1 =   ؛؛؛#؛؛؛؛3؛؛؛؛؛؛؛؛؛_؛-؛؛؛؛؛؛؛بحس؛؛؛؛؛؛؛؛؛_؛؛؛0؛؛؛؛؛#؛؛؛؛؛؛بخس؛؛؛؛  = ۲
       إ ۲س= 3     ئ   س = #؛2    ئ ج = #؛2 وهي نقطة عندها المماس

           يوازي الوتر المار بالنقطتين (3، 3)  ، ( 0، -3) 
· تدريب :   
علل الدالةجد    @ [ {ذ :- :س:} #: على الفترة أ1، 3ٍ   لا تحقق نظرية القيمة المتوسطة .

تمارين
المماس لمنحنى الدالةجد س@-5س+6 يوازي الوتر المار بالنقطتين {ذ، ّ } ، { 4، ذ} عند النقطة :

ا~   {3 ، ّ }

 ب~  {4 ، ّ }

 ج~  {0، 6}

 د~ {1، ۲}
قيمة ج التي تعينها نظرية القيمة المتوسطة للدالة  جد س# - 3س ، على الفترة أ2، 3ٍ   تساوي .......

المماس لمنحنى الدالةجد س@-5س+6 يوازي الوتر المار بالنقطتين {ذ، ّ } ، { 4، ذ} عند النقطة :

ا~   {3 ، ّ }

 ب~  {4 ، ّ } 

 ج~  {0، 6} 


 د~ {1، ۲}
قيمة ج التي تعينها نظرية القيمة المتوسطة للدالة  جد س# - 3س ، على الفترة أ2، 3ٍ   تساوي .......

· الواجب : 
حقق شرطي نظرية القيمة المتوسطة  في التفاضل للدالة  د(س)=  [ س/  - 3  على الفترة  أ0، 1ٍ  

 ثم أوجد قيمة ج  التي تعينها النظرية .
رسم كثيرات الحدود

حالة كثيرات الحدود:  خطوات رسم منحنى الدالة د
· أولا: معلومات من  د {س}

1~  المجال ح .
۲~ تحيد التناظر " زوجية متماثلة حول محور صص  إذا كانت جميع الأسس زوجية،  وفردية  متماثلة  حول نقطة الأصل إذا كانت جميع الأسس فردية .

شرط الدالة الزوجية د(س)=د(-س)        ,,,,,,,           شرط الفردية   د(-س)=-د(س)

3~ إيجاد نقاط التقاطع مع المحورين " بوضع س=0  ،   ص=0 "

· ثانيا: معلومات من دَ {س} 

     1~ فترات التزايد والتناقص    ( مراجعة النظرية )

لتكن د دالة متصلة على  أا، بٍ     فإن 

               1~ د  متزايدة على  أا، بٍ    إذا كانت دَ{س} ى 0 لكل   س ي  {ا، ب} 

             ۲~ د  متناقصة على  أا، بٍ    إذا كانت دَ{س}آ 0 لكل   س ي  {ا، ب}
       ۲~ النقاط الحرجة وتصنيفها
  اختبار المشتقة الأولى :   إذا كانت     ا  ،   ب   ،   ج        نقاط حرجة للدالة د   وكان :
[image: image55.bmp]                   س                               ا                       ب                        ج
                دَ{س}        +   +   +    +        -   -   -   -       +   +   +   +        +  +  +   + 
                                    ‘   ‘                 إ  إ                 ‘  ‘                  ‘   ‘
· ثالثا: معلومات من دً {س} 

    1~ فترات التقعر لأعلى ولأسفل                            ۲~ نقاط الانقلاب
نظرية : ( تقعر الدالة )
الدالة  د  القابلة للاشتقاق  مرتين على الفترة {ا، ب }  ، تكون  

1~ مقعرة لأعلى على الفترة {ا، ب }     إذا كانت  دً {س} ى 0   لكل س ي {ا، ب}  

۲~ مقعرة لأسفل على الفترة {ا، ب }    إذا كانت  دً {س}  آ 0  لكل س ي {ا، ب }
الدالة د  مقعرة لأعلى على الفترة  {ا ،  همس}[image: image56.bmp]                                    س                       ا

 الدالة د مقعرة لأسفل على الفترة  {- همس، ا}                             دً {س}      +     +   +      -   - -         
                                                                                              ئئ                ئ                                                                                                                             

  النقطة {ا ، د {ا} } تسمى نقطة  انقلاب " انعطاف"     بشرط  دً {ا} = صفر

· رابعا : نقاط مساعدة 
" نقطة أكبر من اكبر نقطة حرجة ، ونقطة أصغر من أصغر نقطة حرجة"

       النقاط المساعدة ليست إلزامية للحل .
ارسم منحنى الدالة د{س}     =  س#-3 س@+4   مع توضيح خطوات الحل. 

أولا : معلومات من  د {س} :       1لأ المجال =  ح   لان  الدالة كثيرة حدود 0   

                     ۲لأ د(س) لآ  د(-س)  ,,   د(-س) لآ -د(س)     إ       الدالة ليست زوجية ولا فردية 

                    3لأ نقطة التقاطع مع محور الصادات

  نضع س=0  ئ ص=4                   إ نقطة التقاطع مع محور الصادات  هي ( 0 , 4 )
ثانيا : معلومات من  دَ {س} :   
دَ(س) = 3س@-6س
دَ(س) = صفر  عندما  س= صفر ,  س =۲    نقاط حرجة
[image: image57.bmp]                     متزايدة على (- همس  , 0 ] حح [۲, همس )                               ۲لأ                           0لأ

[image: image58.emf] 

د(س)                                                                     س                                          

[image: image59.emf] 

                  متناقصة على [0 , ۲ ]                           دَ(س)         ++                      --            ++
            د(0) =  4               قيمة عظمى محلية
            د(۲) =  0               قيمة صغرى محلية
ثالثا :- معلومات من دً {س}:       د ً(س) = 6س -6  ,   د ً(س)  = صفر  عندما س=1
                                  لأعلى على ( 1 ,   همس )                                                 1لأ

د(س) مقعرة                                                                             س

                                  لأسفل على (- همس , 1 )                          د ً(س)       ++        -- 

                    ( 1 , ۲)   نقطة انقلاب                                                 ئئ          ئ    

رابعا الجدول :                         

	س
	- 1
	0
	1
	۲
	3

	د(س)
	000
	4
	۲
	0
	000
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تمارين
ارسم منحنى الدالة د{س}=  س#- 3 س@ + 4     ،         مع توضيح خطوات الحل

ارسم منحنى الدالة د{س}=  س#- 1۲ س           ،        مع توضيح خطوات الحل

ارسم منحنى الدالة د{س}=  س#- 6 س@ + 9س  ،        مع توضيح خطوات الحل

ارسم المنحنى المتصل لدالة كثيرة الحدود المعرفة على  ح  والتي تحقق الشروط التالية:

  {1}      د {۲} = د {5} = 0  ،  د {0} = ۲0   ،  د {4}= 4   ، د {3} = ۲ 

  {۲}      دَ{س} آ 0      عندما  س ى 4    أو    س آ ۲
  {3}      دَ{س} ى 0      عندما  ۲آ س آ 4 
  {4}      دً{س} آ 0      عندما  س ى 3    

  {5}      دً{س} ى  0     عندما  س آ 3       {موضحا خطوات الحل بالتفصيل} 

· الواجب : 

ارسم منحنى الدالة د{س}= س@ {س@ + 1} ،              مع توضيح خطوات الحل.
مسائل تطبيقية على القيم القصوى

خطوات حل مسائل القيم القصوى التطبيقية:

 1~ فرض المتغيرات "وتوضيحها على الرسم إذا كان التمرين هندسي"وتحديد نطاق تحقيق قيم المتغيرات .

 ۲~ الربط بين المتغيرات باستخدام علاقات معطاة  أو قوانين رياضية.

 3~  تكوين  دالة المطلوب  في أحد  المتغيرين فقط  .

  4~ إيجاد المشتقة وتحديد النقاط الحرجة وتصنيفها كما سبق دراسته .

· المسائل التطبيقية لا تخضع لقانون أو طريقة معينة بل كل سؤال يحل طبيعة المطلوب.
قوانين شاملة يحتاجها الطالب لحل تمارين التطبيقات
	الشكل
	المساحة =
	المحيط =

	المثلث
	  !؛2  القاعدة × الارتفاع                 
	مجموع أضلاعه الثلاثة

اَ + بَ + جَ

	
	      ش #:؛4 ل@                       متطابق الأضلاع طول ضلعه = ل 
	

	
	  !؛2  حاصل ضرب ضلعين × جا الزاوية المحصورة بينهما
	

	
	    [ح {ح: :– :اَ :}: {:ح: :– :بَ :} :{:ح :– :جَ: } :    معلوم الأضلاع  ، ح = !؛2 المحيط
	

	المستطيل
	  الطول  × العرض
	۲ {الطول+ العرض}

	المربع
	  ل @                                                        ل = طول ضلعه 
	طول الضلع × 4

	
	  !؛2 ق@                                                       ق = طول القطر
	

	المعين
	 !؛2 حاصل ضرب قطريه 
	طول الضلع × 4

	الشكل الرباعي
	!؛2 حاصل ضرب قطريه × جا الزاوية المحصورة بينهما
	مجموع أطوال أضلاعه

	شبه المنحرف
	 !؛2 مجموع القاعدتين المتوازيتين   ×   البعد بينهما
	مجموع أطوال أضلاعه

	المضلع المنتظم
	      ن؛4 × ل@ ×ظا !؛2 ه            ن     عدد الأضلاع ،      ل طول الضلع

                                     ه     زاوية رأس المضلع =   (*؛!؛بحس؛ ن؛ ؛_نن ؛ ؛@؛؛بخس 
	ن × ل

	الدائرة
	 ط قق @                            قق       طول نصف القطر
	2طقق


	المجسم
	المساحة الجانبية
	المساحة الكلية
	الحجم

	المنشور
	محيط القاعدة × الارتفاع          قائم
محيط المقطع القائم ×طول الحرف الجانبي
	المساحة الجانبية +مساحتي القاعدتين  
	 مساحة القاعدة × الارتفاع  

مساحة المقطع القائم ×طول الحرف الجانبي

	الاسطوانة
	محيط القاعدة × الارتفاع 

    =2ط قق ع
	المساحة الجانبية +مساحتي القاعدتين  
  =  ۲ط قق ع  + ۲ط قق@ 
	مساحة القاعدة × الارتفاع  
=ط قق@ع

	الهرم
	!؛2 محيط القاعدة ×الارتفاع الجانبي 
	المساحة الجانبية +مساحة القاعدة 
	!؛3 مساحة القاعدة × الارتفاع  

	الهرم الناقص
	!؛2 مجموع محيطي القاعدتين × الارتفاع الجانبي
	المساحة الجانبية +مساحتي القاعدتين
	!؛3 ع ( ق 1 +ق  2 + [ق  1//////ق////// 2 )
ع الارتفاع  ، ق 1  ، ق  2 مساحتي القاعدتين  

	المخروط
	!؛2 محيط القاعدة ×طول الراسم

         = ط قق ل
	المساحة الجانبية +مساحة القاعدة
=ط قق ل+ ط قق@
	!؛3 مساحة القاعدة × الارتفاع
= !؛3 ط قق@ ع

	المخروط الناقص
	!؛2 مجموع محيط القاعدتين × طول الراسم

=  ط {قق  1 + قق  2} ل
	المساحة الجانبية +مساحتي القاعدتين
= ط{ قق  1 + قق  } ل + ط قق@ 1 + ط ق@ 2
	= !؛3طع {قق@ 1+ قق@ 2 +قق  1 قق  2}

	الكرة
	4ط قق@


	$؛3 ط قق#

	القبة الكروية
	     ذ ط ر ع                 ر نصف قطر الكرة   ,  ع   ارتفاع القبة
	ط؛3 ع @  { 3ر – ع }



	القطاع الكروي
	   ذ ط ر ع  + ط قق ر         قق     نصف قطر القبة 
	=  @؛3 ط ر@ع

ع ارتفاع القبة  ,   ر نصف قطر الكرة




نريد رسم مستطيل على ورقة مستطيلة مساحتها 20 سم2 فإذا تركنا إطارا من أعلى ومن أسفل الورقة لكل منهما بطول 1 سم وإطارا من كلا الجانبين بطول 2 سم فاحسب بعدي الورقة لتكون المساحة اكبر ما يمكن 

نفرض أن بعدي الورقة هما  س  ، ص 

س ص = 200 سم          ص = ((@؛سس

مساحة الورقة  = (س-4) (((@؛سس   - 2 )

د(س) = 200-2 س –((*؛سس  + 8 ) 

دَ(س)  = -2  + ((*؛سس2  =   ، دَ(س)  = 0  

 إ ((*؛سس2  = 2  ئ  س2= 400
ئ س = _ 20   إ البعد الأول للورقة  20 سم     البعد الثاني للورقة  = (؛0(؛2@؛ = 10سم.
مجموع محيطي مستطيل ومربع  56 سم  ، فإذا كان طول المستطيل ثلاثة أمثال عرضه ، فأوجد محيط كلٍ من المستطيل والمربع ليكون مجموع مساحتيهما أصغر ما يمكن .

نفرض أن عرض المستطيل  = س   فيكون طوله  = 3 س   ،   
ونفرض أن طول ضلع المربع  = ص 


إ    مجموع المساحتين    م  = 3 س@ + ص@ 


 ولدينا محيط المستطيل  =  8 س     ومحيط المربع 
     =  4 ص

إ   8 س + 4 ص = 56   ئ  ص = 14 – ذ س


إ  م  =  3 س@  + {14 – ذ س }@             حيث  س ي [ 0 ، 7 ] 

م َ   = 6 س  - 4 {14 – ذ س } = 14 س - 56


م َ  =  ّ    ئ  س =  4   ي  {0 ، 7}     نقطة حرجة 


م { ّ  }  =  196        
م { 7 }  =  147       
م { 4 }  =  84

إ    أصغر قيمة تتحقق عند   س = 4   وتكون   ص = 14 – ذ × 4   =  6 


إ   محيط المستطيل   =  ذ3  سم  و محيط المربع    = 4ذ  سم 
أا ، بٍ  قطعة مستقيمة طولها  8سم ، ج ي أا ، بٍ  ، أوجد بعد النقطة ج عن ا ، التي تجعل المقدار ‘اج‘@+‘ج ب‘@ أصغر ما يمكن

نفرض أن :    ‘اج‘ = س      ئ      بم ‘اب‘ = 8سم       ئ      إ ‘ج ب‘ = 8- س

           د{س}  = س@ + {8 - س}@                   
           دَ {س} = ذس - ذ{8 - س}    

                    = ذس - 16 + ذس  = 4س - 16  

 بوضع   دَ {س}  = 0     ئ    4س – 16= 0    ئ     4س = 16   ئ    س = 4
                                                                      همس                       4                  - همس
  د{4} قيمة صغر محلية                                   إشارة دَ {س}          +                      _
 إ ‘اج‘ = 4     { بعد النقطة ج عن ا}
تمارين
عددان مجموعهما 30 ، أوجد هذين العددين بحيث يكون مربع أحدهما مضافاً إليه مثلي الآخر أصغر ما يمكن

أوجد أكبر مساحة لمستطيل محيطه ۲0 سم.        

عددان مربع الأول مطروحاً منه مثلي الأخر يساوي 10 ، أوجد هذين العددين ، بحيث يكون مجموعهما أصغر ما يمكن .           
مزارع لديه 800 متراً من أسلاك السياج ، ويرغب أن يحيط بها حقلاً على شكل مستطيل من ثلاث جهات ، حيث أن الجهة الرابعة ملاصقة لحافة نهر مستقيمة ، أوجد أبعاد الحقل ليحصل المزارع على أكبر مساحة ممكنة

· الواجب : 

ثلاثة أعداد غير سالبة مجموعها ۲6 ، إذا كان العدد الثاني هو ثلاثة أضعاف العدد الأول ، فأوجد هذه الأعداد بحيث يكون مجموع مربعاتها أصغر ما يمكن .
· الباب السادس : 

حساب التكامل
تمهيد : 

لو أردنا إيجاد الدالة التي مشتقتها الأولى ( ميلها ) يساوي ذس  فإننا نستطيع أن نأتي بعدد غير منتهي من الدوال التي ميلها = ذس 

ولتوضيح ذلك، يكفي أن نلاحظ أنه إذا كان لدينا : 

د{س} = س@ + ذ  ، د{س} = س@ + 4  ، د{س} = س@ - 5  ، د{س} = س@ ، د{س} = س@+ ا  حيث ا ي ح

فإنه وبلا شك أننا سنلاحظ أن المشتقة الأولى دَ {س} = ذ س  لكل دالة من الدوال السابقة ، وبالتالي فإننا يمكن أن نعمم الصورة العامة لكل من الدوال السابقة على الصورة :  د{س} = س@ + ث  حيث ث ي ح ، وتسمى هذه الدالة { عائلة المنحنيات للدوال التي ميلها دَ{س}= ذس} أو { معادلة مجموعة المنحنيات التي ميلها م = دَ {س} } أو { نقول أن د{س} هي دالة أصلية للدالة دَ{س} }.

الدوال الأصلية

تعريف : إذا كانت ل{س}  دالة أصلية للدالة د{س} فإن :   لَ  {س} = د{س} 
· مثال 1~ / أوجد الدالة الأصلية لكل من الدوال التالية :

 ا~  د{س} = ذس 
  ئ   ل {س} = س@ + ث 


ب~  د{س} = - جاس
  ئ   ل {س} = جتاس + ث 


ج~  د{س} = قا@س 
  ئ   ل {س} = ظاس + ث 


 د~  د{س} = س + جتاس  ئ   ل {س} = !؛2 س@ + جاس + ث 

· ملاحظة:  
أوجد الدالة الأصلية للدالة د{س} = أوجد التكامل لـ د{س} بالنسبة لـ س وسنرمز له بالرمز   ت د{س} ء س
· مثال ذ~ / أوجد  ت ذس ء س
الحل :   ت ذس ء س  =  س@ + ث 

· مثال 3~ /  أوجد   ت  جا س ء س 
الحل :    ت  جا س ء س  = جتاس + ث
التكامل الغير محدد

تعريف :  ششن س ي ف  فإن :     

ت د{س} ء س = ل {س} + ث   ؤْئ  لَ {س} = د{س}
نظرية : 

1~   ت دَ {س} ء س = د{س} + ث 

ذ~   ت  ا د{س} ء س = ا  ت د{س} ء س

3~  ت [ د 1{س} _ د 2{س} ] ء س =  ت د 1{س} ء س _   ت د 2{س} ء س 

قواعد التكامل الأساسية
1~  ت  ا ء س = ا س + ث

ذ~  ت  سن ء س =           ؛نن س؛=ن؛؛1+؛؛!؛ ؛ + ث   =   ؛ ؛!نن؛ =؛ ؛ 1؛ ؛  سن+! + ث       بشرط  ن لآ -1
· مثال 1~/ أوجد الدالة الأصلية لكل من الدوال التالية : 

 ا~ د{س} = 1  

ئ  ت 1 ء س =  س + ث  

ب~ د{س} = س$
ئ  ت  س$   ء س  =    س؛5 ؛%  + ث 

ج~ د{س} = 3س@ + ذس +5 
ئ  ت 3س@ ء س +  ت ذس ء س + 5 ت ء س  =  س# + س@ + 5 س + ث

د~ د{س} = 4 # [ س/  

ئ  ت 4 # [ س/  ء س =  ت 4 س !؛3  ء س = 4  ت  س!؛3  ء س  =  4 × #؛4  س$؛3 + ث = 3  # [س$/  + ث

· مثال ذ~ /  أوجد التكامل    ت   بحس ؛ س؛ @_؛ شش؛$؛سسِ بخس؛ @  ء س  ثم اوجد أكبر فترة تكون فيها الإجابة صحيحة . 

الحل : 

    ت   بحس ؛ س ؛ @_؛ شش؛$؛سسِ بخس؛ ؛@  ء س  

=   ت   س؛ ؛$ _؛ ؛*؛ س؛ @شش+ِِسس؛ ؛^؛!؛ ؛  ء س 

=  ت {    س؛ شش؛$ سس -  *؛ س؛شش @سس + ^؛!؛شش سس }  ء س

=  ت  { س&؛2  - 8س#؛2  + 16س_!؛2 }  ء س
=   @؛9  س)؛2  -   @؛5 × 8  س%؛2  +  @؛1 × 16 س!؛2 + ث 

=   @؛9  [س)/-   ^؛5!؛  [س%/  + 3۲  [س /  +  ث   

إ أكبر فترة تكون فيها الإجابة صحيحة = [ 0 ، ∞ }

· مثال 3~/ أوجد التكاملات التالية مع ذكر أكبر فترة تكون فيها الإجابة صحيحة .
ا~   ت  س& ء س 

ئ  ت  س& ء س = !؛8  س* + ث    إ الفترة = ح

ب~  ت  4 ء س 

ئ  ت  4 ء س = 4  ت 1ء س  =  4 س + ث   إ الفترة = ح 

ج~  ت    ؛$؛  سسّ؛   ء س

ئ  ت    ؛$؛  سسّ؛   ء س = 4  ت س_#  ء س  =    4 ×    ؛س؛؛-_؛ @؛2 + ث =   _؛ ؛@سس؛ذ ؛  + ث إ الفترة = ح – {0}
قواعد التكامل الأساسية للدوال المثلثية 

1~   ت  جاس ء س = - جتاس + ث 

ذ~   ت  جتاس ء س = جاس + ث 

3~   ت  قا@س ء س  =  ظاس + ث 

4~   ت قتا@س ء س = - ظتاس + ث 

5~   ت  قاس  ظاس ء س = قاس + ث 

6~   ت  قتاس  ظتاس ء س = - قتاس + ث
· مثال 1~/ أوجد  ت – قتا@س ء س  
الحل :  ت – قتا@س ء س  =  –   ت  قتا@س ء س = - { - ظتاس } + ث = ظتاس + ث

· مثال ذ~/ أوجد التكاملات التالية مع ذكر أكبر فترة تكون فيها الإجابة صحيحة .
ا~  ت { ذس – 3} { 3س+1} ء س 

ئ  ت { ذس – 3} { 3س+1} ء س =  ت { 6س@ - 7 س – 3 } ء س = ذس# -  &؛2 س@ - 3 س + ث      إ ف = ح 
ب~  ت { ذ – قا@س } ء س 

ئ ت { ذ – قا@س } ء س =  ت ذ ء س  -  ت قا@س ء س  = ذس – ظاس + ث    

   إ ف = { {ذن+1} ط؛2  ، {ذن +3} ط؛2 }   حيث  ن ي صص  

ج~  ت { جتاس + 4س } ء س

ئ  ت { جتاس + 4س } ء س =  ت جتاس ء س + 4  ت  سء س = جاس + ذس@ + ث         إ ف  = ح 
د~  ت { 3 +  قتاس ظتاس } ء س 

ئ ت { 3 +  قتاس ظتاس } ء س =  3  ت ء س  +  ت قتاس ظتاس ء س = 3س – قتاس + ث 

 إ ف = { ن ط ، {ن + 1}ط } 

· مثال 3~ / إذا كانت  دَ{س} = ذ جتاس – 3جاس  ، فأوجد  د{س}  علماً بأن  د{ط؛2 } =  [3
 الحل :  نعلم أن :    د{س}  =   ت دَ{س} ء س   ئ  د{س} =  ت { ذ جتاس – 3جاس } ء س = ذ جاس + 3جتاس + ث

إ  د{ط؛2 } = ذ جا ط؛2  + 3جتا ط؛2 + ث  ئ  [3 = ذ + صفر + ث  ئ  ث =  [3  - ذ 

إ د{س} = ذ جاس + 3جتاس + { [3  - ذ}

· تدريب / 

1~  أوجد التكاملات التالية :  

 ت {س# +  @؛ سسذ } ء س
  


 


ت      س؛ #؛سس_-؛ ؛&3؛@؛   ء س

 ت { س@ - 5س +3}@ ء س 




            
ت – قاس ظاس ء س

ذ~ أثبت أن الدالة  ل {س} = س_@  هي دالة أصلية للدالة  د{س} = -ذ س_#   في الفترة [ ذ ، 5 ]
أنواع التكامل

قبل الخوض في أنواع التكامل، سنذكر بعض القوانين المهمة لبعض الدوال  :

1لأ تكامل دالة دائرية لها زاوية من الدرجة الأولى :  


ئ  ت جتا {اس + ب } ء س  = !؛أ  جا { اس + ب } + ث    (وبنفس الطريقة بقية الدوال الدائرية)

· أمثلة : 

1~   ت جا{ 8س+9} ء س = -  !8؛  جتا { 8س+9} + ث 

ذ~   ت قا{ذس+1} ظا{ذس+1} ء س =  !؛2  قا{ذس+1} + ث 

ذلأ  تكامل حاصل ضرب دالة × مشتقتها : 


ئ   ت دَ {س}  [ د{س} ]ن  ء س  =   ؛ نن؛ !=؛ ؛ ؛ ؛1  [ د{س} ] ن+! + ث       بشرط  ن لآ -1

· أمثلة : 

1~  ت { س + ذ }%  ء س  

لنفرض أن  : د{س} = س + ذ   ئ   دَ {س} = 1   إ  يمكن تطبيق القاعدة السابقة لأن التكامل عبارة عن حاصل ضرب دالة في مشتقتها

إ  ت { س + ذ }%  ء س  =    ت  1 × { س + ذ }%  ء س   =     بحس  ؛س؛ +؛6 ؛@؛بخس؛ ^    + ث 

· ملاحظة :

لإيجاد تكامل أي دالة كثيرة حدود من الدرجة الأولى مرفوعة للقوة  ن لآ – 1 فإن :

ت { اس + ب }ن ء س  =  !؛أ ×  بحس؛ا؛نن س؛= +؛1ب؛بخس؛ن+! + ث

ذ~  ت ظاس  قا@س ء س   { لنفرض أن : د{س} = ظاس   ئ   دَ {س} =  قا@س }    

 إ   ت ظاس  قا@س ء س  =   ض؛؛ 2@ ؛س؛   + ث
· ملاحظة :

يمكن حل المثال السابق بطريقة أخرى، وذلك بفرض د{س} = قاس ئ دَ {س} = قاس ظاس  وينتج :  
ت ظاس  قا@س ء س   =  ت {ظاس  قاس} قاس  ء س  =  !؛2  قا@س + ث  (مع العلم أن الاختلاف في الناتج عائد الى اختلاف الثابت في الحلين)

3~   ت جا^س  جتاس ء س  =   لآ؛ &؛7 س؛    + ث    {  لأن د{س} = جاس  ئ  دَ{س} = جتاس } 
4~   ت        ؛؛ شش؛ ؛سسذ@؛=ِ ؛ِس ؛ِ سس؛ِ+؛ِ- ؛ ؛ِ!1؛ ِ؛  ء س  =  ت  { س@ + س – 1}_!؛2  {ذس + 1} ء س 

= ذ { س@ + س – 1}!؛2 + ث   = ذ [س@/ +/س/ /-/1/  + ث  
5~   ت  لآ؛ ةّ؛ س؛  سس؛   ء س  =   ت جتا_#س  جاس ء س =  ’؛- ق؛ @2؛ س ؛   + ث  =   ؛- ؛2 ؛ ؛!؛ ة؛ذ  ؛ ؛ سس  + ث 
(هل تستطيع حله بطريقة أخرى ؟)

6~   ت { ظاس – 3 }#  قا@س ء س =  بحس ؛ض؛ ؛ س؛4 _؛ ؛#؛ ؛بخس؛ $؛  + ث

7~  ت بجس ؛ 4؛ ؛-س؛  ؛ سسذ؛بمس ؛ ذ ء س =   ت  س { 4 – س@ } ق @ء س = - !؛2   ت -ذس { 4 – س@ }ق @ء س =- !؛2 × بحس ؛$؛ ؛_؛؟ ؛ 1؛س؛ @؛بخس؛ ق ! + ث  

   إ   ت   بجس ؛ 4؛ ؛-س؛  ؛ سسذ؛بمس ؛ ذ؛  ء س  =    2؛بجس ؛ 4؛؛ ؛-!؛  ؛ سسذ؛بمس ؛   + ث =   8؛  -؛؛!؛ 2؛ ؛  سسذ؛   + ث

8~   ت  [جاس/ /+ /3 /   جتاس ء س =    ت  { جاس + 3}!؛2   جتاس ء س = @؛3  [{جا/س/ /+ /3/ }/#/  + 3  (لماذا ؟)
9~  ت { ذ – 3س }ء س =  _!؛3  ت { -3} { ذ – 3س }ء س = _!؛3 × بحس ؛@؛ ؛_؛2 ؛#؛  س؛ ؛بخس؛ @  + ث = _!؛6 { ذ – 3س }@ + ث

طريقة أخرى :  ت { ذ – 3س } ء س = ذ  ت ء س -   ت 3س ء س = ذس +  #؛2 س@ + ث  
(الاختلاف في الحل ناتج كما ذكرنا عن اختلاف الثابت ث )
· تدريب:

أوجد التكاملات التالية : 

ت { 5 – 9س } ء س 

ت جتا{1 – 5س } ء س  

ت { ذس + 7 }%؛4 ء س 

 ت س  [س@/ +/6/ / ء س

 ت  ظتا#س قتا@س ء س

ت     ؛   شش؛ سسِ؛ ؛ِ-!؛ِ 3؛ِ ؛ِ ؛ ء س 

ت   بجس ؛$2؛ س؛ ذسس؛_؛= ؛لآ؛  ةس؛  سس؛بمس؛ ؛ ذ؛   ء س 

· أمثلة على بعض التكاملات التي تحتاج الى تحويلات خاصة  : 

· ملاحظة :

تذكّر القوانين التالية : 

جتا@س + جا@س = 1

جا@س = !؛2 { 1 – جتاذس }

جتا@س = !؛2 { 1 + جتاذس }

ظا@س = قا@س - 1

ظتا@س = قتا@س - 1

جاذس = ذجاس جتاس

· مثال: أوجد كلاً من التكاملات التالية :    

1~   ت جا@{ذس + 1} ء س 

=   ت  !؛2  [ 1 – جتا{4س + ذ} ] ء س 

= !؛2  [  س –  !؛4 جا{4س + ذ} ] + ث 

= !؛2 س –  !؛8  جا{4س + ذ}  + ث 

ذ~   ت ظا@{3س} ء س  

=  ت [ قا@{3س} – 1] ء س  

=  !؛3  ظا3س –  س + ث   { لماذا ؟ } 

· تدريب :

أوجد التكامل التالي :    ت ظتا@{5س} ء س.
التكامل بالتعويض

توجد عدة طريق لإيجاد التكامل، منها التكامل بالتعويض والتكامل بالتجزئ والتكامل باستخدام الكسور الجزيئية، ولن ندرس من هذه الأنواع إلا النوع الأول وهو التكامل بالتعويض، فالتكامل بالتعويض طريقة من طرق إجراء التكامل، وبها نقوم بالاحتيال على الدالة لإجراء تعويض مناسب عن قيم س لتتناسب الدالة الناتجة مع القوانين التي تم دراستها فيما سبق، والهدف الرئيس من استخدام هذا النوع من أنواع التكامل، هو تبسيط الدالة لإجراء عملية التكامل لدالة ليست على إحدى الصيغ التي تم التطرق لها في القوانين السابقة، وسنتعلم في هذا الدرس إجراء التكامل بالتعويض، فقط على التكاملات التي تكون على الصورة التالية :     ت  سم { اس+ب }ن ء س    
· مثال/ أوجد التكاملات التالية : 

1~  ت س  [س /- /5/ /   ء س 

الحل : 

  ت س  [س /- /5/ /   ء س  =   ت  س { س – 5 } !؛2 ء س  { نلاحظ أنه ليس لدينا من قوانين التكامل حاصل ضرب دالتين ليست أحداهما مشتقة الأخرى } 

الآن نفرض    ص = س – 5  ئ    س = ص + 5   ئ   ء س = ء ص   

إ   ت  س { س – 5 } !؛2  ء س   

=   ت {ص + 5} ص!؛2  ء ص  

=   ت  { ص#؛2 + 5 ص!؛2 }ء ص    

= @؛5 ص%؛2 + (3؛!؛ ص#؛2 + ث    وبالتعويض عن قيمة ص  بـ  { س – 5 } من الفرض 

= @؛5 { س – 5} %؛2  + (3؛!؛ { س – 5} #؛2 + ث   

 ذ~   ت  س@  [1 -/ /س/ /  ء س  

الحل :  

  ت  س@  [1 -/ /س/ /  ء س   =   ت س@ { 1 – س } !؛2 ء س 

نفرض  ص = 1- س  ئ   س = 1 – ص  ئ  ء س = - ء ص

 إ   ت س@ { 1 – س } !؛2 ء س

= -  ت { 1 – ص }@  ص!؛2  ء ص

= -  ت { 1 – ذص + ص@ } ص!؛2  ء ص

= -  ت { ص!؛2  - ذ ص#؛2  + ص%؛2 } ء ص

= - {  @؛3 ص#؛2  -  ذ × @؛5  ص%؛2  +  @؛7 ص&؛2 }  + ث   

= - {  @؛3 ص#؛2  -  $؛5  ص%؛2  +  @؛7 ص&؛2 }  + ث 

= -  @؛3 ص#؛2  +  $؛5  ص%؛2  -  @؛7 ص&؛2  + ث  

 بم  ص = 1- س     
 إ   ت  س@  [1 -/ /س/ /  ء س   =  -  @؛3 { 1 – س } #؛2  +  $؛5  { 1 – س } %؛2  -  @؛7 { 1 – س } &؛2  + ث  

· تدريب :

باستخدام التكامل بالتعويض، أوجد التكاملات التالية :

1~    ت { س + ذ }%  ء س  

ذ~    ت  س  [ذ -/ /س/ /  ء س
3~    ت  { س + ذ}  [5 -/ / /س/  ء س
4~    ت ذس { س + ذ }* ء س
تطبيقات على التكامل الغير محدد

 أولاً :  تطبيقات هندسية :

	تكامل


	ص = د {س000}
	منحنى الدالة
	اشتقاق

	
	صَ = دَ {س} = د
	ميل المماس أو المشتقة الأولى
	

	
	صََ = دََ {س} = كد
	المشتقة الثانية
	


إ  صَ  =  ت صََ  ء س     ،      ص =   ت صَ  ء س

· مثال 1~/ أوجد معادلة مجموعة المنحنيات التي ميلها م = 4س ، ثم أوجد معادلة المنحنى من هذه المجموعة الذي يمر بالنقطة { 1، 5 }
الحل :                بم  م = صَ   

   إ ص =  ت صَ ء س  

    ئ ص =  ت 4س ء س  

    ئ ص = ذس@+ث

                       إ معادلة مجموعة المنحنيات التي ميلها م = 4س  هي :        ص = ذس@ + ث   

ولإيجاد المنحنى الذي يمر بالنقطة { 1، 5 } فإننا نقوم بالتعويض عن { س ، ص } بتك النقطة في معادلة مجموعة المنحنيات 

                       إ   5 = ذ × 1@ + ث  

ئ  ث = 5 – ذ  

ئ   ث = 3  

                       إ  معادلة المنحنى الذي يمر بالنقطة { 1، 5 } هي :            ص = ذس@ + 3  

· مثال ذ~/ أوجد معادلة المنحنى الذي يمر بالنقطة { 1 ، 3 } وميل مماسه عند كل نقطة هو :  د  = - 10س
الحل :    ص =  ت – 10 س ء س = - (؛2!؛  س@ + ث    ئ  ص = - 5س@ + ث  تت   1~


 وبالتعويض عن النقطة المعطاة في  1~

           ئ  3  =  -5 + ث   ئ  ث =  8  

           إ  معادلة المنحنى الذي يمر بالنقطة { 1 ، 3 } وميل مماسه عند كل نقطة هو :  د  = - 10س هو : ص = -5س@ + 8

· تدريب:

 أوجد معادلة مجموعة المنحنيات التي ميلها م =  [س / ، ثم أوجد معادلة المنحنى من هذه المجموعة الذي يمر بالنقطة { 9، 18 }

تمارين على التطبيقات الهندسية : 
1~ إذا كان ميل المنحنى ص = د{س} عند أي نقطة {س،ص} واقعة عليها يساوي  س {ذس-1}، فأوجد معادلة المنحنى الذي إذا عُلِم أنه يمر بالنقطة { 1 ، -3 } .

ذ~ إذا كان ميل منحنٍ عند أي نقطة {س،ص} واقعة عليه  د = 3س@ + ذس + 5  فأوجد معادلة المنحنى المار بالنقطة { -1، 5 }.

3~ أوجد معادلة مجموعة المنحنيات التي ميلها عند أي نقطة يساوي مِثليْ الإحداثي السيني بإشارة مخالفة، ثم أوجد ذلك المنحنى من المجموعة الذي يمر بالنقطة  { 1 ، 1 }.

4~ إذا كان  كد = ذ   لمنحنٍ مفروض، فأوجد معادلته إذا كان هذا المنحنى يمر بالنقطة {ذ،6} وميله عندها يساوي 10.

	تكامل


	ف{ن}
	الإزاحة وليست المسافة
	اشتقاق

	
	ع {ن}
	السرعة = مشتقة الإزاحة
	

	
	ت {ن}  =   ْ ء؛ع؛ نن
	التسارع = مشتقة السرعة
	


 ثانياً :  تطبيقات ميكانيكية (فيزيائية) :
إ  ف{ن} =  ت ع {ن} ء ن     ،      ع {ن} =   ت ت{ن}ء ن

· مثال 1~/ يتحرك جسيم على خط مستقيم مبتدئاً من نقطة الأصل عند اللحظة  ن = صفراً بسرعة  ع = 3 ن@ + ذ ن 

أوجد إزاحة الجسيم خلال الفترة من  ن = ذ  إلى  ن = 4 . 

الحل :     ف  =   ت ع ء ن 

           ئ ف  =   ت  {3 ن@ + ذ ن } ء ن 

           ئ ف  =  ن#  +  ن@  + ث



بم  الجسم ابتدأ من نقطة الأصل عند اللحظة  ن = صفر    ئ  ف = صفر 


إ   صفر = صفر# + صفر@ + ث  ئ   ث =  صفر 


إ  ف {ن} =  ن# +  ن@

         لإيجاد إزاحة الجسيم خلال الفترة من  ن = ذ  إلى  ن = 4

ف {ذ} =  ذ# +  ذ@ =  8 + 4 = 1۲  


ف {4} =  4# +  4@ = 64 + 16 = 80


إ  ف {4} - ف {ذ}  = 80 – 1۲ = 68 وحدة الإزاحة 

· مثال ذ~/ يتحرك جسيم في خط مستقيم بتسارع  ت = 6 ن – 6  حيث  ن هو الزمن بالثواني، أوجد العلاقة بين السرعة والزمن، والعلاقة بين الإزاحة والزمن، علماً بأن سرعته 30 م/ث  بعد مضي 4ث  من بدء الحركة ( التي بدأت عند اللحظة  ن = صفر )، وأن إزاحة الجسيم خلال هذه الفترة 60 م .
الحل :   ت {ن} = 6 ن – 6    ،   ع {ن}  =  ؟    ،  ف {ن}  =  ؟  ،  ع {4}  =  30 م/ث      ،  ف {4}  =  60 م

العلاقة بين السرعة والزمن :

ع  =  ت  ت ء ن  =  ت { 6 ن – 6 } ء ن  


ئ ع {ن} = 3 ن@ - 6 ن + ث


بم  ع {4}  =  30 م/ث      
إ  30 = 48 – ۲4 + ث  ئ  ث =  6 


إ  ع {ن} = 3 ن@ - 6 ن + 6  م/ث  


العلاقة بين الإزاحة والزمن :


ف =  ت ع {ن} ء ن  =  ت { 3 ن@ - 6 ن + 6 } ء ن  =   ن# - 3 ن@ + 6 ن + ث 


إ  ف {ن} =  ن# - 3 ن@ + 6 ن + ث

بم ف {4}  = 60 م   

إ  60  =  64 – 48 + ۲4 + ث  ئ  ث = ۲0

إ  ف {ن} =  ن# - 3 ن@ + 6 ن + ۲0  م
· تدريب: 
يتحرك جسيم على خط مستقيم بدءاً من نقطة الأصل عند اللحظة  ن = صفر بسرعة  ع  = 4 ن + 1 م/ث          

أوجد الإزاحة التي يقطعها الجسيم خلال المدة من   ن = 0  الى  ن = 4 .

التكامل المحدد - التجزيء ومجموع ريمان

أولاً : التجزيء المنتظم للفترة [ ا ، ب ] : 

لتكن لدينا الفترة [ ا، ب ] 

1~ أن تجزئ هذه الفترة يعني تقسيمها إلى عدد قدره ن من الفترات الجزيئية ويتم ذلك بتحديد مجموعة من النقاط تسمى نقاط التجزيء :                    ب                                                            ا                 

                                              س   نن    س  ٌ                             س 3        س 2  س 1   س 0 
نقط التجزيء : { س  0 ، س  1 ، س  2 ، س  3 ،  ...  ، س   ٌ ،  ... ، س    نن}

ذ~ طول الفترة الجزيئية :  مم س  ٌ = س  ٌ –  س  ٌ  -  1   

3~ يسمى التجزيء الناتج { التجزيء النوني للفترة [ ا ، ب ] }  ونرمز له بالرمز  ت  نن{ ا ، ب } 

    ونكتب : ت  نن{ ا ، ب } =  { س  0 ، س  1 ، س  2 ، س  3 ،  ...  ، س   نن}   حيث س 0 = ا  وَ  س   نن= ب  

4~ الفترات الجزيئية هي : [س  0 ، س  1] ، [س  1 ، س  2] ، [س  2 ، س  3] ، .... ، [س  ٌ ،  س  ٌ  -  1]

5~ إذا كانت المسافات بين نقط التجزيء متساوية سُمّي التجزيء الناتج { التجزيء المنتظم النوني للفترة [ ا ، ب ] }  

    وسيكون حينها طول الفترة الجزيئية :  مم س =  ب؛ ؛_؛ نن؛ا؛     { لاحظ أن : س  ٌ = ا + ر × مم س } 
· مثال 1~/ أوجد التجزيء المنتظم النوني للفترة [ ذ، 6 ] ثم أوجد ت 6{ ذ ، 6 } ، وأوجد الفترات الجزيئية في هذه الحالة .
الحل :  مم س =  ب؛ ؛_؛ نن؛ا؛   =  ^؛ ؛_؛ نن؛@؛ =  $؛ نن   

ئ  ت  نن{ ذ ، 6 } =  { ذ ، ذ+ $؛ نن ، ذ+ ذ ×  $؛ نن ، ذ+ 3 ×  $؛ نن، ... ، 6 }  
إ مم س =  $؛6  =  @؛3   
 ئ   ت 6 { ذ ، 6 } =  {  ذ  ،  @؛3 ذ  ،  !؛3 3  ،  4  ،  @؛3 4  ،  !؛3 5  ،  6  }  
الفترات الجزئية :  [ ذ ،  @؛3 ذ] ، [ @؛3 ذ ،  !؛3 3] ، [ !؛3 3  ،  4] ، [ 4 ،  @؛3 4] ، [  @؛3 4 ،  !؛3 5] ، [ !؛3 5 ،  6]

· تدريب 1~/ أوجد ت 8 { ذ ، 6 } في المثال السابق .
· تدريب ذ~/ إذا كان طول الفترة الجزئية لتجزيء منتظم للفترة [ ج ، 6 ] يساوي  0.4 وكان عدد الفترات = 10 ، أوجد قيمة ج .
ثانياً : مجموع ريمان : 
تعريف : لتكن د{س} معرفة ومحدودة في [ ا ، ب ]، يُعرّف مجموع ريمان للدالة د{س} المناظر للتجزيء ت  نن{ ا ، ب } بأنه المجموع :
نج1  د{ج  ٌ}  . مم س  ٌ 

حيث  ج  ٌ  نقطة اختيارية في [س   ٌ  -  1، س  ٌ ]    ،    مم س  ٌ = س  ٌ –  س  ٌ  -  1    

· مثال 1~/ أوجد مجموع ريمان مستخدماً التجزيء الـمُعطى والنقطة ج  ٌ  المعطاة للدالة  د{س} = س@  حيث  س ي [ 0 ، 3 ] 


  ت  نن{ 0 ، 3 } = { 0 ،  !؛2  ،  %؛4  ،  )؛4  ،  3  }


  ج  1 = !؛4   ،   ج  2 = 1  ،   ج  3 =  !؛2 1   ،   ج  4 =  !؛2 ذ

الحل : 


الفترات الجزئية : [ 0 ،  !؛2 ] ، [  !؛2  ،  %؛4 ] ، [  %؛4  ،  )؛4 ] ، [  )؛4  ، 3 ]

مم س 1 =  !؛2  - 0  =  !؛2



،  د{ج  1} =  !؛6 1؛


مم س 2 =  %؛4  -  !؛2  =  #؛4 


،  د{ج  2} = 1


مم س 3 =  )؛4  -  %؛4  = 1


،  د{ج  3} =  )؛4



مم س 4 =  3 -  )؛4  =  #؛4


،  د{ج  4} =  %4؛@؛
إ مجموع ريمان   =   ج$1  مم س  ٌ . د{ج  ٌ}  = مم س 1 . د{ج  1}  + مم س  2 . د{ج  2}  + مم س  3. د{ج  3}  + مم س 4. د{ج  4}  

=  !؛2  ×  !؛6 1؛  +  #؛4  ×  1 + 1  ×  )؛4  +  #؛4  ×   %؛4@؛ 

=  &؛$2؛@3؛ ؛ وحدة مربعة  { لماذا ؟ } 

· تدريب/ إذا كانت د{س} = س@ + 3س ، فأوجد مجموع ريمان للدالة  د{س} على [ -1 ، 1 ] حيث : 


ت { -1 ، 1 } = { -1  ،  0  ،  !؛2  ،  1  }

 ا~ ج  1 = - !؛2  ،   ج  2 =  !؛4  ،   ج  3 =  #؛4 

ب~  عندما تكون  ج   ٌ هي منتصفات الفترات الجزئية         { أوجد المجموع في كل حالة من الحالتين  ا~  وَ  ب~  }
التكامل المحدد  


[image: image10]
تعريف التكامل المحدد : 

إذا كانت د{س} معرفة ومحدودة على الفترة [ ا ، ب ] فإن:   أ ت ب د{س} ء س  =  لي  ي  {   نج1  د{ج  ٌ}  . مم س  ٌ }

أي أن التكامل المحدد هو نهاية مجموع ريمان عندما  ن تت ∞ 

· مثال 1~/  أوجد   ت1% 8 ء س    باستخدام تعريف التكامل المحدد علماً بأن   نج1  ك = ك ن  
الحل : 


نعلم أن :     أ ت ب د{س} ء س  =  لي  ي  {   نج1  د{ج  ٌ}  . مم س  ٌ }

1~  د{س} = 8 


ذ~ مم س =  %؛ ؛_؛ نن؛!؛ =  $؛ نن


3~  ج  ٌ  =  س  ٌ = ا + ر × مم س = 1 + ر × $؛ نن  ئ   د{ج  ٌ}  =  8 


إ     ت1% 8 ء س   =  لي  ي  {   نج1  8 ×  $؛ نن  } 

=  لي  ي   $؛ نن  {   نج1  8 } 

= لي  ي   $؛ نن  × 8 ن 

= لي  ي  3۲

= 3۲
· تدريب : 
أوجد   ت0# {ذس+ 3} ء س    باستخدام تعريف التكامل المحدد علماً بأن   نج1 ر =  ن؛ بحس؛ ن؛+؛2 ؛!؛بخس ؛   
الجواب النهائي = 18

التفسير الهندسي للتكامل المحدد : 

إذا كانت د{س} متصلة وموجبة على الفترة [ ا ، ب ]  فإن :     أ ت ب د{س} ء س  يُعبّر عن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة ومحور السينات والمستقيمين  س = ا ، س = ب  {انظر الى الشكل أعلاه}

قابلية الدالة للتكامل والنظرية الأساسية للتكامل (الجزء الثاني)
نظرية : إذا كانت د{س} متصلة على [ ا ، ب ] فإنها قابلة للتكامل على هذه الفترة . 

· ملاحظة :

تُستخدم النظرية السابقة في إثبات قابلية دالة ما للتكامل على فترة مغلقة .

النظرية الأساسية للتكامل (الجزء الثاني) : 

إذا كانت د{س} متصلة على الفترة [ ا ، ب ] وكانت ل {س} دالة أصلية للدالة د{س} فإن :




  أ ت ب د{س} ء س  = أ ل{س} ٍ  بأ =  ل { ب } - ل { ا }  
· ملاحظة:

ذكرنا هنا الجزء الثاني من النظرية الأساسية للتكامل لأهمية وجوده في هذا الدرس وما يليه، وسنتطرق للنظرية كاملة في نهاية هذا الباب ..

· مثال 1~/ ابحث قابلية التكامل على الفترة المبيّنة أمام كل من الدوال التالية، وأوجد قيمة هذا التكامل إن أمكن.

ا~  د{س} = 8 
 

على [ 1 ، 5 ]      (سبق لنا إيجاد قيمة هذا التكامل باستخدام تعريف التكامل المحدد)       

بم الدالة ثابتة    
إ د{س} متصلة على ح   ئ  د{س} متصلة على [ 1 ، 5 ] 

إ د{س} قابلة للتكامل على [ 1 ، 5 ]    

إ  ت1% 8 ء س   =  أ 8 س ٍ   1%  = 8×5 – 8×1 =  40 – 8 = 3۲ (لاحظ سهولة إجراء التكامل باستخدام النظرية الأساسية للتكامل)
ب~  د{س} = س 



على [ ذ ، 4 ]

بم الدالة كثيرة حدود   
إ د{س} متصلة على ح   ئ  د{س} متصلة على [ ذ ، 4 ]

إ د{س} قابلة للتكامل على [ ذ ، 4 ]

إ    ت2$  س ء س   =  أ  س؛2؛؛؛ @ ٍ   2$ =  ^؛2!؛  -  $؛2  =  8 – ذ =  6 

ج~  د{س} =  [4-/ /س@/       

على [ -4، ذ ]

الدالة د{س} معرفة بشرط 4 – س@ جمس 0  

إ 4 – س@ = 0 ئ  س@ = 4 ئ س = _ ذ  

إ مجال الدالة [ -ذ ، ذ ]    { لماذا ؟ } 

وبما أن الفترة المعطاة ليست محتواه في مجال الدالة د{س}  أي أن : [ -4، ذ ] خخ [ -ذ ، ذ ]    

إ الدالة د{س} ليست متصلة على الفترة المعطاة     ئ     الدالة د{س} غير قابلة للتكامل على  [ -4، ذ ]

· تدريب: 
ابحث قابلية التكامل للدالة  د{س} =  [4-/ /س /    على [ -1، 1 ] ، وأوجد قيمة هذا التكامل إن أمكن.
خواص التكامل المحدد
1~  أ تب ك د{س} ء س  =  ك  أ تب د{س} ء س 

ذ~  أ تب [ د 1{س} _ د 2{س} ] ء س = أ تب د 1{س} ء س _  أ تب د 2{س} ء س

3~  أ تب د{س} ء س =  أ تلجس  د{س} ء س  +   لحس تب د{س} ء س     حيث  ج ي [ ا ، ب ]      

4~  أ تا  د{س} ء س  = صفر

5~   ببتا  د{س} ء س  =  -  أ ت ب د{س} ء س       ششن  ب جمس ا

6~ إذا كانت  د{س} جمس 0  على [ ا ، ب ] فإن :    أ ت ب د{س} ء س  جمس 0

7~ إذا كان  اآ ب  فإن  :  ‘ أ ت ب د{س} ء س ‘  حمس  أ ت ب ‘ د{س}‘ء س
8~ إذا كان كلاً من  د 1 ، د 2 قابلة للتكامل على الفترة  [ ا ، ب ] وكان  د 1 جمس د 2  فإن :
 أ تب د 1{س} ء س جمس  أ تب د 2{س}ء س
· ملاحظة :

  أ ت ب د{س} ء س  = أ ل{س} ٍ  بأ =  ل { ب } - ل { ا }  = عدد ثابت 

تمارين مهمة على خواص التكامل المحدد : 

1~ إذا كان :  ت2$ د{س} ء س = 6 وكان :   ت2$  ه{س} ء س = 3  فاحسب  ت4@ [ ذ د{س}+ 6 ه{س} ] ء س

ذ~ إذا كان :  ت2^ د{س} ء س = ذ  فأوجد :   ت6@ د{س} ء س ،  ت6@ 4 د{س} ء س
3~ إذا كانت د{س} معرفة على الفترة [ ذ ، 6 ] فاحسب :   ت2# د{س} ء س +  ت3% د{س} ء س +  ت5@ د{س} ء س

4~ احسب  ت2@ { س@ + ذس + ذ } ء س 

5~ إذا كان :   ت6@  س _$ د{س} ء س = صفر     فأوجد قيمة س  
6~ وضّح لماذا يكون :  ت2$   ؛!؛ ؛سس  ء س  جمس  ت2$    ؛!؛ سس ذ؛ ء س   ؟ 

التكامل المحدد لدالة القيمة المطلقة 
· مثال 1~/ ابحث قابلية التكامل للدالة  د{س} = ‘ س ‘ – 4  على الفترة [ ذ ، 4 ]  وأوجد قيمة التكامل إن أمكن.

الحل : 
 في دوال القيمة المطلقة لابد أن نُعيد تعريف الدالة :


 إ س = 0  ئ                              0




       س – 4            - س – 4 




  
 إ  د{س} =    
إ الدالة د{س} متصلة على [ ذ ، 4 ] لأنها كثيرة حدود
إ الدالة د{س} قابلة للتكامل على [ ذ ، 4 ]

إ  ت2$ {س – 4} ء س =  ت2$  س ء س -  ت2$  4 ء س      
(من خواص التكامل)


     =  ت2$  س ء س - 4 ت2$  ء س     
 (من خواص التكامل)


     =  أ  س؛2@ ٍ    2$  - 4 أ س ٍ    2$     
 (من النظرية الأساسية للتكامل)
                         =  { ^؛2!؛ - ذ }  - 4 { 4 – ذ } =  { 8 – ذ} – { 16 – 8 } =  6 – 8  = -ذ
· مثال ذ~/ ابحث قابلية التكامل للدالة  د{س} =                                     على الفترة [ 0 ، ذ ]  وأوجد قيمة التكامل إن أمكن.                
الحل : 
بما أن الدالة متصلة على الفترة الجزئية [ 0 ، ذ } وعند  س = ذ  إ د{س} متصلة وقابلة للتكامل على [ 0 ، ذ ] لأنها كثيرة حدود 

إ  ت0@ د{س} ء س =    ت0@ { س + 3} ء س +  ت2@  7 ء س 

  =  أ  س؛2@ + 3س ٍ   0@  + صفر   =  [ { ذ + 6 } – { 0 – 0 } ] + صفر  = 8 

· تدريب :

 ابحث قابلية التكامل للدالة  د{س} = ‘ س - 3 ‘   على الفترة [ 3 ، 4 ]  وأوجد قيمة التكامل إن أمكن.
نظرية القيمة المتوسطة للتكامل

نظرية : إذا كانت د{س} متصلة على الفترة [ ا ، ب ] ، فإنه يوجد  س  0 ي [ ا ، ب ] بحيث : 






أ تب د{س} ء س =  { ب – ا }  د{ س  0}

· مثال 1~/  أوجد قيمة العدد  س 0 الذي تعيّنه نظرية القيمة المتوسطة للتكامل    ت0# {ذس - 3} ء س 

الحل : 

د{س} = ذس - 3    ، [ 0 ، 3 ] 

الدالة متصلة وقابلة للتكامل على الفترة المعطاة لأنها كثيرة حدود 

1~   ت0# {ذس – 3 } ء س = أ س@ - 3س ٍ   0# = { 9-9 } – { 0-0} = صفر 

ذ~  د{ س  0} =  ذس 0 – 3 
إ  ت0# {ذس – 3 } ء س = { 3 – 0 } د{ س  0}

ئ 0 = { 3 – 0 } { ذس 0 – 3 }  ئ  0 = 6س 0 – 9  ئ 6س 0 = 9  ئ س 0 =  )؛6  ئ س 0 =  #؛2

· ملاحظة :

 إذا كانت الدالة من الدرجة الأولى فإن قيمة س 0 التي تحققها نظرية القيمة المتوسطة للتكامل تكون في منتصف الفترة
· مثال ذ~/ إذا كانت د{س} متصلة على الفترة [ 0 ، ذ ] وكان :    ت0@  د{س} ء س = 6  فأوجد د{س 0} بحيث س 0 ي  [ 0 ، ذ ]
الحل :

بم الدالة متصلة على  [ 0 ، ذ ]  (معطى)

إ الدالة قابلة للتكامل على  [ 0 ، ذ ]  
إ    ت0@  د{س} ء س = { ذ – 0} د{س 0}  ئ  6 = ذ د{س 0}  ئ  د{س 0} = 3 

· مثال 3~/ إذا كانت د{س} متصلة على ح ، فأثبت أنه يوجد ا ي [ ذ ، 5 ] بحيث يُحقّق 
د{ ا } =  !؛3  ت2%  د{س}ء س
الحل :

بم الدالة متصلة على  [ ذ ، 5 ]  (معطى)

إ الدالة قابلة للتكامل على  [ ذ ، 5 ]

إ   ت2%  د{س} ء س = { 5 – ذ } د{ ا }  ئ  ت2%  د{س} ء س = 3 د{ ا }  ئ د{ ا } =  !؛3  ت2%  د{س} ء س

· تدريب  1~/ أوجد قيمة العدد  س 0 الذي تعيّنه نظرية القيمة المتوسطة للتكامل    ت1$  س@ ء س
· تدريب  ذ~/ عند تطبيق نظرية القيمة المتوسطة للتكامل على الدالة  د{س} = ذس + 1  
على الفترة  [ 0 ، ب ]  وُجد أن قيمة س 0 = 5 فما هي قيمة ب  ؟ 

· تدريب  3~/ إذا كان س 0 يحقق نظرية القيمة المتوسطة للتكامل    قق1ت ! د{س} ء س  بحيث أن  د{س 0} = 8  فأوجد   قق1ت ! ذ د{س} ء س  
النظرية الأساسية لحساب التكامل

النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل – الجزء الأول : 

إذا كانت د{س} متصلة على الفترة [ ا ، ب ] ، وكانت ى هي الدالة المعرفة بواسطة : ى {س} = أ ت  س د{ع } ء ع   ششن س ي [ ا ، ب ]
فإن : 

ْ؛ ء؛؛؛ ؛ ؛ سس ى { س } = د { س }

· مثال 1~/ إذا كانت ى {س} =   1ت  س { ع @ + 3 ع + 5  } ء ع    فأوجد  
ْ؛ ء؛؛؛ ؛ ؛ سس ى { س }
الحل : 

من النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل – الجزء الأول

   ْ؛ ء؛؛؛ ؛ ؛ سس ى { س } = د { س } = س@ + 3 س + 5   

· مثال ذ~/ إذا كان    1ت  س د{ع } ء ع  = 6 س@ + 6   فأوجد  د { س } .
الحل : 


  من النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل – الجزء الأول



  د { س } =    ْ؛ ء؛؛؛ ؛ ؛ سس     1ت  س د{ع } ء ع   =    ْ؛ ء؛؛؛ ؛ ؛ سس  { 6 س@ + 6 } =  1۲ س  
· تدريب :

 إذا كانت ى {س} =   2ت  س { ع @ + 3 ع + 5  } ء ع    فأوجد   ىَ { 3 }
النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل – الجزء الثاني : { سبق التطرّق إليها في درس سابق }
إذا كانت د{س} متصلة على الفترة [ ا ، ب ] وكانت ل {س} دالة أصلية للدالة د{س} فإن :




  أ ت ب د{س} ء س  = أ ل{س} ٍ  بأ =  ل { ب } - ل { ا } 
· ملاحظة :

كل ماسبق دراسته من قواعد وطرق لإيجاد التكامل الغير محدد ينطبق على التكامل المحدد في النظرية الأساسية للتفاضل والتكامل

· مثال 1~/ احسب التكاملات التالية : 

1لأ    قق2 ت @  ء س   = أ س ٍ     قق@2  = ذ + ذ = 4

ذلأ   قق1 تق ^  ذ ء س   = أ ذس ٍ     قق1^  = 1۲ + ذ = 14 

3لأ   1 ت #  ذس ء س   = أ س@ ٍ   1#  = 9 - 1 = 8 

4لأ   0 ت #  { س@ - ذس } ء س  =  أ   س؛3 #؛  - س@ ٍ   0#  =  9 – 9  =  صفر 

5لأ   0 ت $ { 4س# - 3 س@ } ء س =  أ س$ - س# ٍ   0$ = ۲56 – 64 = 19۲  
6لأ   0 ت # { س + ذ } { 3 س + ذ } ء س =   0 ت # { 3س@+ 8س + 4 } ء س =  أ س# + *؛3 س@ - 4س ٍ    0# 

                                                            = ۲7 + 36 + 1۲ 

  



           = 57

7لأ   3 ت # { س + ذ } { 3 س + ذ } ء س = صفر  

8لأ   قق2 ت @    س؛ #؛سس_-؛ ؛&3؛@؛   ء س   =      قق2 ت @  بحس ؛ س؛ ؛_ ؛#؛ بخس؛ سس؛بحس؛ ؛-س ؛ @+؛3 ؛# ؛ س؛ ؛+؛ ؛)؛بخس ؛  ء س   =    قق2 ت @ { س@ + 3 س + 9 } ء س 




      =  أ   س؛3 #؛  -  #؛2 س@+ 9س ٍ    @ قق2  =  !؛3 41

9لأ  2 ت $  { 3 س - 5 }# ء س =  !؛3    2 ت $ 3 { 3 س - 5 }# ء س =  !؛3  أ بحس #؛  س؛ _4؛ ؛%؛بخس؛ $ ٍ    2$ = ۲00
10لأ   0 تص   بجس ؛ 4؛  ؛س= ؛  ؛ سسذ؛بمس ؛ ذ؛  ء س =  0 تص س { 4 + س@ } ق @ ء س  =  !؛2  0 تص ذس  { 4 + س@ }ق @ ء س  

     = أ !؛2 × بحس ؛$؛ +؛؟ ؛ 1؛س؛ @؛بخس؛ ق !ٍ  ص0

   


    =  أ   8؛ ؛_= ؛!2؛ ؛  سسذ؛  ٍ  ص0  =     8؛ ؛_= ؛!2؛ ؛  صصذ؛  +  !؛8 
· تدريب :

 أوجد التكاملات التالية :  3 ت ^  [س /- /ذ /   ء س   ،   1 ت % س  [س /- /1 /   ء س ،   0 ت ططن        ؛؛ شش؛ ؛سسذ@؛=ِ ؛ِس ؛ِ سس؛ِ+؛ِ- ؛ ؛ِ!1؛ ِ؛ ء س  
راجع تمارين الكتاب {6-1}+{6-ذ}+{6-3}+{6-4}+{6-5}+{6-6} + التمارين عامة

· الباب السابع : 

تطبيقات حساب التكامل
تطبيقات حساب التكامل

أولاً : إيجاد مساحات بعض المناطق المستوية : 

1] إذا كانت د{س} متصلة في [ا،ب] ، د{س} جمس 0 ششن س ي [ا،ب] كما بالشكل
 فإن      ئ المساحة = ] ت بي د{س} ءس 

ذ] إذا كانت د{س} متصلة في [ا،ب] ، د{س} حممس 0 ششن س ي [ا،ب] كما بالشكل
فإن      ئ المساحة =  - ] ت بي د{س} ءس 


3] إذا كانت د{س} متصلة في [ا،ب] كما بالشكل المقابل                                             

 فإن    ئ المساحة =  ] تلجس د{س} ءس -   لحست بي د{س} ءس 
· مثال 1: الرسم المجاور يمثل منحنى د{س} في [ا،ب]  والمساحات ، أوجد الآتي :                
       1]  ] ت ( د{س} ءس = ......                                                              صص 

       ذ]  0 تلجس د{س} ءس = ......       

      3]  ] تلجس د{س}  ءس = .......  
      4]   ]ت بي د{س}  ءس  = .......  

      5] المساحة المحصورة بين المنحنى د{س} ومحور السينات  = ......  

الحل:
1] =6  


 ذ] = -8  


 3] = 6-8 = -ذ

4] = 6-8+4 = ذ 


 5] = 6+8+4 = 18 وحدة مربعة

· تمرين فصلي : 
على الشكل المجاور إذا كان   ]ت بيد{س} ءس  = 8  أوجد مساحة الجزءالمظلل  ؟ 
· مثال ذ: أوجد المساحة المحصورة بين المنحنى د{س} = ذس + 1 ومحور سس  و المستقيمين س = 1، س = 5 
الحل: 
 المساحة = 1 تت %|د{س}| ءس = 1 ت % {ذس+1} ءس 
         =  [ @؛ ؛2س؛ ؛@ + س ] 1% = 30- ۲ = ۲8 وحدة مربعة 

· ملحوظة  : 
من الرسم يتضح أن المنطقة المطلوبة تقع فوق محور السينات  

· مثال 3: أوجد المساحة المحصورة بين المنحنى د{س} = ذ-ذس  ومحور سس  و المستقيمين س = -ذ ، س = ذ 

الحل:
بوضع د{س} = 0 { لمعرفة نقط تقاطع المنحنى مع محور سس } 

ئ ذ- ذس = 0 ئ  س = 1 

 إ ندرس إشارة د{س} على خط الأعداد كما بالشكل                    

 إ المساحة = -  2 ت !د{س}ءس –  1 ت @د{س}ءس                               
             =  -  2 ت !{ذ-ذس}ءس  - 1 ت @{ذ-ذس}ءس 

             = [ ذس –  @؛ ؛2 س؛ @] !-  2  -  [ ذس –  @؛ ؛2 س؛ @] @1    

             = [ 1- {-8} ] – [ 0- 1] = 9+1 = 10وحدات مربعة 

· ملحوظة: 
ممكن أيضاً في هذا المثال رسم الدالة ومعرفة المساحات فوق وأسفل محور سس    
· تمرين فصلي : 

أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين  المستقيمين  س = 0 ، س = 5  ، والمنحنى  د{س} = س@ - 5س + 6  ، ومحور السينات    

ثانيــاًً : إيجاد مساحات بعض المناطق المستوية بين منحنيين :    

لدينا هنا حالتين فيما يلي توضيحهما :
[1] المنحنيين ص 1 ،ص  2 متصلين على [ا ، ب ] ومتقاطعين في نقطتين فقط فإن المساحة بينهما هي : 

                            م =  ] ت بي|ص 1- ص 2|ءس 

[ذ] المنحنيين ص 1 ،ص  2 متصلين على [ا ، ب ] ومتقاطعين في ثلاث نقاط ا، ج ، ب  فإن المساحة بينهما هي :

                 م =  ] تلجس|ص 1- ص  2|ءس +   لحست بي|ص 1- ص  2|ءس 
· ملحوظة : 
 1- نضع علامة القيمة المطلقة لضمان أن تكون المساحة موجبة وذلك إذا تعذر رسم المنحنيين 
· مثـال 1: أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين  ص = س@ ، ص = س                       
الحل:  
نوجد حدود التكامل بمساواة الدالتين [ أي نقط تقاطعهما ] 

س@= س  ئ س@- س = 0  ئ  س{س-1} = 0 
إ س= 0    ، س = 1     
إ المساحة = 0 ت !|س- س@|ءس =  [  س؛2 ؛@ -   س؛3 ؛# ] 0!  = { !؛2 -  !؛3 } – 0  =  !؛6  وحدة مربعة 
· مثال ذ : أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين  ص= س@  ، ص =  4س  في الفترة  [0 ، 6]   
الحل: 
نوجد حدود التكامل بمساواة الدالتين : س@ = 4 س  ئ   س@ - 4س = 0  

      ئ س {س – 4} = 0   ئ  س = 0 ،  س = 4 ي [0، 6]  
  إ  يوجد هنا مساحتين  { أي تكاملين من 0 تت 4 ، من 4 تت 6 }         

 إ المساحة  =  0ت $|س@ - 4س|ءس + 4ت ^|س@ - 4س|ءس 

= [  س؛3 ؛#  - ذس@ ] 0$   +  [  س؛3 ؛#  - ذس@ ] 4^
= [ { $؛3؛^؛ - 3۲} -  0] + [ { 7۲ – 7۲} –  { $؛3؛^؛ - 3۲} ] 

 =  |-  @؛3؛#؛ | + |-  @؛3؛#؛ | =  $؛3^؛  وحدة مربعة  
· مثـال 3 :  أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين : ص = 16- س@  ،  ص = 1۲- 3س  

الحل:
نوجد حدود التكامل بمساواة الدالتين :  16- س@  = 1۲- 3س  

       ئ س@ - 3س – 4 = 0   وبالتحليل
       ئ {س – 4} {س + 1} = 0  
       ئ س = 4  ، س = -1 وهما حدود التكامل  

       ئ  المساحة =  -  1 ت $|{16- س@} – { 1۲- 3س}|ءس 
                    = [ {16س -    ؛س؛ ؛3# } – { 1۲س -  #؛2 س@} ] -$  1 

                    = [ { 64 -  $؛3^؛ } – {48 – ۲4} ] – [ {-16+  !؛3 } – {-1۲ -  #؛2} ]

                    =  %؛6@؛!؛  وحدة مربعة  

· تمـرين فصلي  : 
أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين : ص = س@  ،  ص =  س؛2 @ + ذ 

                                                                                                [ الحـل :  ^؛3!؛ وحدة مربعة ]
· الواجـب :
 إذا كانت المساحة المحصورة بين المنحنيين  ص@ = ذاس   ،  س@ = ذاص  هي 1۲ وحدة مربعة  حيث  

ا > 0  فما قيمة  ا   . 
ثالثــاًً : إيجاد حجوم الأجسام الدورانية  :    

1-  إذا دارت منطقة مستوية دورة كاملة حول مستقيم ثابت في نفس المستوى فإن الجسم المتولد {الناشئ} من من الدوران 
يسمى بالجسم الدوراني ويسمى المستقيم الثابت بمحور الدوران  .  

 ذ- الأسطوانة الدائرية القائمة تتولد من دوران منطقة مستوية محدودة بمستطيل دورة كاملة حول أحد أضلاعه  .{شكل1} 

 3- المخروط الدائري القائم يتولد من دوران مثلث قائم الزاوية حول أحد ضلعي القائمة . {شكلذ} 
 4- المخروط الدائري القائم الناقص يتولد من دوران شبه منحرف قائم حول إرتفاعه . {شكل3}  

[image: image11]   
                   شكل 1                                                       شكل ذ                                              شكل 3 

   5- إذا دارت منطقة مستوية بالمنحنى  ص = د{س} على الفترة [ا،ب] دورة كاملة حول محور سس  فإن 
حجم الجسم الناشئ من الدوران  = ط  ]ت بيص@ءس  

· مثال 1: أوجد حجم الجسم الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين المنحنى ص = 3س- ذس@ والمستقيمين 

            س = -1 ، س = 1  دورة كاملة حول محور السينات . 

الحل:
الحجم  = ط -  1 ت ! [3س-ذس@] @ ءس  = ط -  1 ت ! {9س@ - 1۲س# + 4س$ }ءس  

        = ط [ 3س# -3س$ + $؛5 س% ] -!  1 
        = ط [ {3-3 +  $؛5 } – { -3-3- $؛5 } ] =  *؛5#؛ ط  وحدة مكعبة

· تمـرين فصلي : أوجد حجم الجسم الناتج من دوران المنطقة تحت المنحنى ص =  [ذس/+ /3/  ، وفوق الفترة [0، 3] دورة كاملة حول محور السينات  .                                           الحل : 18ط وحدة مكعبة 
6- حجم الجسم الناتج من دوران منطقة بين المنحنيين  ص  1 ،  ص  2  على الفترة [ا ، ب ] = ط  ] ت  بي|ص@1 - ص@ 2|ء س 
مثال 1: أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحصورة بين المنحنيين   4ص= س@    ،  ص = س 

دورة كاملة حول سس 

الحل:
نوجد نقط التقاطع وهي حدود التكامل وذلك بمساواة الدالتين : 

س =  !؛4 س@     ئ 4س = س@       ئ س@ - 4س = 0       ئ س{س- 4} = 0    ئ س=0 ، س = 4 

الحجم  = ط 0 ت $ |{ !؛4 س@}@ - {س}@|ءس  
        = ط 0 ت $ | !؛6 ؛1 س$  - س@ | ءس 

        = ط [  !؛6 ؛1 × !؛5 س% -  !؛3 س# ] 0$ 

          = ط [ { !؛6 ؛1 × !؛5 ×4% -  !؛3 ×4# } – 0] = ط [  $؛5^؛ -  $؛3^؛ ] = ط|-  *؛5@؛1!؛ | =  *؛5@؛1!؛ ط 

· تمـرين فصلي :
 أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحصورة بين المنحنيين  :

ص = 4س –  س@    ،   ص = س@ - ذس        دورة كاملة حول محور سس  

· الواجب :
 أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المنطقة المحصورة بين المنحنيين : 

ص = 8س   ،    ص = س@       دورة كاملة حول محور السينات  . 

الدوال اللوغاريتمية والأسيـة  

أولاً : الدوال اللوغاريتمية :
نتذكر قواعد اللوغاريتمات التالية : 

نجح لو1= صفر

 نجح لو{ا×ب} = لوا+ لوب 

نجح لو{ ا؛ ؛بب} = لوا- لوب 

نجح لو ان =  ن لو ا 

نجح لو ]ا = 1 

 نجح لو   تم ث  = 1 

حيث   ث  هو أساس اللوغاريتم الطبيعي  

	نجح ص = لو س      ئ صَ = 
	1

	
	س

	نجح ص = لو د{س}  ئ صَ = 
	دَ{س}

	
	د{س}

	نجح ص = لو ]د{س}  ئ صَ =  
	دَ{س}

	
	د{س} . لوا


مشتقة الدالة اللوغاريتمية :
نلخص قواعد اشتقاق الدالة اللوغاريتمية كما يلي : 

· مثـال : أوجد مشتقات الدوال التالية :
ا~ ص = لو{س@+ 5}                     ب~ ص = لو {5س@-3}$                       ج~ ص = لو [س@/- /4 / 

د~ ص = لو 3 {ذس#+4}                   ه~ ص = لو [ [3س/+5/ {ذس-4}% ] 

الحل:
	ا~ صَ  =
	ذس

	
	س@ + 5


	ب~ ص = 4لو{5س@-3}    ئ    صَ =
	4×10س
	=
	40س

	
	5س@ - 3
	
	5س@ - 3


	ج~ ص = !؛2 لو {س@-4}      ئ   صَ =
	!؛2 ×ذس
	=
	س

	
	س@- 4
	
	س@ - 4


	د~ ص = لو 3 {ذس#+4}       ئ   صَ =
	6س@

	
	{ذس#+4}.لو3


ه~ ص = لو [ [3س/+5/ {ذس-4}% ]

	صَ =
	!؛2 ×3
	+
	5×ذ

	
	3س+5
	
	ذس-4


    ئ ص= لو [3س/+5/ + لو {ذس-4}%      
    ئ ص = !؛2 لو{3س+5} +5لو{ذس-4}       ئ 
· تمـرين فصلي :
 أوجد مشتقات الدوال التالية :
1~ ص= لو{س@-3س+5}

  ذ~ ص= لو{لوس}

 3~ ص= لو{ظاذس} 

4~ ص= لو #[5س/+7/ 


 5~ ص= {لوس}# + لوس#  
  6~ ص= لو  2 {ذس@+ذ}@ 

· الواجـب : 
أوجد مشتقات الدوال التالية : 

1~ ص= لوجتا3س                         ذ~ ص= لو{1÷ س#+5س-ذ}                  3~ ص = لو [7س/+4/ 

4~ ص = س لو س@                       5~ ص =  لو جاس   + جا { لو س }       

ثانيـاً: الدوال الأسـية :
 قواعد إشتقاق الدوال الأسية :  نجح ص = ث س                ئ صَ   =  ث س                        
                                     نجح ص =  ث  د{س}       ئ صَ   = دَ{س}  ث  د{س} 

                                     نجح ص = ا د{س}        ئ صَ = دَ {س}  ا د{س} لو ا 

· ملحوظة هامة :
     ث  لو د{س}  =  د{س}    فمثلاً : ث  لو س @ = س@ 

· مثـال : أوجد مشتقات الدوال التالية :  
1~ ص=  ث س #                                             ذ~ ص = س@  ث س #                            3~ ص =  ث لآ % س  

4~ ص = ث  س   ظا س                           5~ ص = 5 لآ #  س                     6~ ص = س% - 5 س  + لو5 

الحل:
 1~ صَ = 3س@ ث س 
 ذ~ صَ = ذس× ث س #   + س@×3س@ ث س #   = ذس ث س #  + 3س$ ث س #    {لاحظ: أن ص هتا حاصل ضرب دالتين }      

 3~ صَ = {جتا5س×5} ث لآ % س   = 5جتا5س ث لآ % س  

 4~ صَ =  ث  س  ظاس + قا@س ث  س  = ث  س { ظاس + قا@س}    {لاحظ: أن ص هتا حاصل ضرب دالتين }      
 5~ صَ = {جتا3س×3} 5 لآ #  س × لو5 

 6~ صَ = 5س$ - 5 س ×لو5 + صفر       { لاحظ : أن  لو5 هو عدد ثابت مشتقته =0 }                                     
· تمـرين فصلي :
 أوجد مشتقات الدوال التالية :

1~ ص = 8 بحس  س @+ #بخس  
  ذ~ ص =  ث #  س   جا س 

  3~ ص =  ث  ل بحس % س @+ # س بخس  

ثالثـاً: تكامل الدوال الأسية :  

نجح  ت ث س ءس  = ث س + ث           

نجح  ت ث د{س} . دَ{س} ء س  = ث د{س} + ث     
 نجح  ت ا س ءس =  ا س + ث  

نجح  ت اد{س} . دَ{س} ء س  =  اد{س} /لوا   + ث  

	ت
	دَ{س}
	ءس   = لو |د{س}| + ث 

	
	د{س} 
	


 وهنا ندرس قانون هام في التكاملات وهو: 

· توضـيح : 
عندما يكون البسط مشتقة المقام فإن ناتج التكامل هو  لو |المقام| + ث 

· مثـال :  أوجـد التكاملات التالية : - 

1~   ت ث @ س ءس                             ذ~  ت  {3 س – ث#  س } ءس                       3~  ت ث ل س # ءس   

4~  ت ث ض  س  قا@س ءس                    5~  ت س ث  س @ + 5@ س  ءس                      6~  ت ( س# +  !؛؛؛؛؛؛سس   + 1 )ءس 

الحل:
1~  ت ث @ س ءس    = !؛2  ت ث @ س × ذءس  = !؛2 ث @ س  + ث 

ذ~  ت  {3 س – ث#  س } ءس  = ت 3 س ءس -  !؛3  ت ث# س ×3ء س 

                               = 3 س /لو3  -  !؛3 ث# س  + ث 

3~  ت ث ل س # ءس =  ت س# ءس  =   ؛4س؛ $؛  + ث         

4~  ت ث ض  س  قا@س ءس  =  ث ض  س  + ث          { لاحظ أن ظاس  مشتقتها هي قا@س  }    

5~  ت س ث  س @ + 5@ س  ءس =   !؛2  ت ذ س ث  س @ ءس + !؛2  ت 5@ س ×ذء س 

                                = !؛2 ث  س @ + !؛2 5 س /لو5  + ث 

6~  ت ( س# +  !؛؛؛؛؛؛سس   + 1 )ءس =  ت  س#ءس + ت   !؛؛؛؛؛؛سس ءس  + ت 1ءس 

                                   =  س$/4  + لوس  +  س  +                                 

· تمـرين فصلي :
 أوجـد التكاملات التالية :  

1~    ت 4#  س + % +ث $  سءس                                       ذ~   ت ث  س {1 + ذث س }# ءس     

3~    ت     ؛ س سسذ؛ =  ؛3 ءس                                                  4~   ت  ث ض  س + @ ل تخس س  ء س   

· الواجــب : 
أوجـد تكامل  الدوال التالية : 

1~     ت   ث  3 لو  [3س/  + ذ   ء س    


 ذ~    ت  س@ {ث س # + 1} { ث س # + س# } ^ ء س                

                                             3~     ت   !؛ سس # [لوس/         ء س  

تمـارين عامة على الباب السابع

1~  أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين  ص = س@  ، ص = 8 – س@  ومحور صص  ،  والمستقيم س = ذ  .   

                                                                                                            [ الحل :  م =  @؛3#؛ ] 

ذ~  أوجد المساحة المحصورة بين المنحنيين    ص = س#   ،  ص = س    

3~  أوجد حجم الجسم المتولد من دوران المنطقة تحت المنحنى ص= جتا س  وفوق الفترة [- ط؛2 ، 0] دورة كاملة حول محور السينات .                                                                                                [ الحل : ح =  ط؛4@  ] 

4~  أوجد مشتقة الدوال التالية  : 

                  1~  ص = س# لو  4 س%                             ذ~ ص =  لو { س@ + 3س + 7}$   

                  3~  ص =  س# +  3  س  - لو س#                  4~  ص =  [ ث /س////  + 3 ل بحس  س + ) بخس   

5~  أوجد التكاملات التالية : 

	   1~
	ت
	ث س
	ء س
	2~
	ت
	لو س
	ء س

	
	
	[ث @ س :+:ذث: س :+: :1:
	
	
	
	س لو س -  س
	

	3~
	ت
	ث س
	ء س
	4~
	ت
	لو س
	ء س

	
	
	[ث @ س :+:ذث: س :+: :1:
	
	
	
	س لو س -  س
	


· الباب الثامن : 

الهندسة الفراغية

قوانين رئيسة للهندسة الفراغية 

	1
	مساحة المثلث =  !؛2  القاعدة × الارتفاع  
	

	2
	مساحة المثلث المتطابق الأضلاع  =    ش #::؛4 : ل@  حيث ل طول الضلع 
	

	3
	مساحة المثلث =  !؛2  حاصل ضرب الضلعين × جيب الزاوية بينهما
	

	4
	مساحة المثلث =  [ح (/////ح/////////-/////ا///)/////(/////ح/////////-/////ب/ //)////(/////ح/////////-/////ج///)///

حيث ح نصف المحيط   ، ا، ب ، ج أطوال أضلاع المثلث
	

	5
	مساحة المربع  = مربع طول الضلع 

محيط المربع  = 4 طول الضلع 
	

	6
	مساحة المستطيل = الطول × العرض 

محيط المستطيل  = ذ×(الطول  + العرض )
	

	7
	مساحة أي شكل رباعي =  !؛2 حاصل ضرب القطرين × جيب الزاوية بينهما
	

	8
	مساحة شبه المنحرف = !؛2 مجموع القاعدتين المتوازيتين ×الارتفاع
	


	9
	مساحة أي مضلع منتظم = !؛4 {عدد الأضلاع } . ل@ جا (نصف الزاوية )
	


	10
	زاوية الخماسي المنتظم = 108% ، زاوية السداسي المنتظم = 120%

مساحة سداسي منتظم  =  ^؛4 ل@ جا 60% = #؛2 ل@ جا 60%

مساحة المثلث المتطابق الأضلاع  =    ش #::؛4 : ل@  حيث ل طول الضلع
	

	11
	محيط الدائرة = 2ط قق 

مساحة الدائرة = ط قق@ 
	

	12
	 المساحة السطحية للكرة = 4ط قق@

حجم الكرة  =  $؛3 ط قق#
	


	13
	المساحة الجانبية للاسطوانة = محيط القاعدة × الارتفاع =2ط قق ع
	

	14
	المساحة الكلية للاسطوانة = مساحة القاعدتين + المساحة الجانبية

                                       = 2طقق@ + 2ط قق ع
	

	15
	حجم الاسطوانة = مساحة القاعدة × الارتفاع  = ط قق@ ع
	

	16
	المساحة الجانبية للمنشور القائم = محيط القاعدة × الارتفاع 
	

	17
	المساحة الكلية للمنشور =مساحة القاعدتين  + المساحة الجانبية 
	

	18
	حجم المنشور = مساحة القاعدة × الارتفاع 
	

	19
	المساحة الجانبية للمنشور المائل = محيط المقطع القائم ×طول الحرف الجانبي 
	

	20
	حجم المنشور المائل =مساحة المقطع القائم ×طول الحرف الجانبي
	

	21
	المساحة الجانبية للهرم = !؛2 محيط القاعدة × ارتفاع الوجه الجانبي
	

	22
	المساحة الكلية للهرم = مساحة القاعدة + المساحة الجانبية 
	

	23
	حجم الهرم =  !؛3 مساحة القاعدة × الارتفاع  
	

	24
	المساحة الجانبية للهرم الناقص =  !؛2 مجموع القاعدتين ×ارتفاع الوجه الجانبي
	

	25
	المساحة الكلية للهرم الناقص = مساحة القاعدتين + المساحة الجانبية
	

	26
	حجم الهرم الناقص =  !؛3 ع ( ق 1 +ق  2 + [ق  1//////ق////// 2 )

حيث ع الارتفاع  ،  ق 1  ، ق  2 هما مساحتا القاعدتين  
	

	27
	المساحة الجانبية للمخروط = !؛2 محيط القاعدة ×طول الراسم = ط قق ل
	

	28
	المساحة الكلية للمخروط = مساحة القاعدة + المساحة الجانبية 

                            = ط قق@  +  ط قق ل
	

	29
	حجم المخروط = !؛3 مساحة القاعدة × الارتفاع = !؛3 ط ر@ ع
	

	30
	المساحة الجانبية للمخروط الناقص = !؛2 مجموع محيط القاعدتين × طول الراسم                           =  ط ( قق  1 + قق  2 ) ل 
	

	31
	المساحة الكلية للمخروط الناقص = المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين

               = ط ( قق  1 + قق  2 ) ل + ط قق@ 1 + ط قق@ 1
	

	32
	حجم المخروط الناقص = !؛3 ط ع ( ر@ 1+ ر@ 2 +ر  1 ر  2)
	

	33
	حجم القبة الكروية  =   ط؛3 ع @ (3ر –ع )

مساحة قبة كروية ارتفاعها ع = 2طرع
   ر نصف قطر الكرة   ,  ع   ارتفاع القبة 
	[image: image12.emf] 



	34
	   حجم القطاع الكروي القائم على قبة كروية =  @؛3 ط ر@ع

ع ارتفاع القبة  ,   ر نصف قطر الكرة
	[image: image13.emf] 




مهارات

1- احسب مساحة الخماسي المنتظم الذي طول ضلعه 4سم واحسب محيطه ؟

[image: image14]
2- احسب مساحة السداسي المنتظم الذي طول ضلعه 6سم واحسب محيطه؟

[image: image15]
3-  احسب مساحة ومحيط الدائرة التي طول نصف قطرها 5سم؟

[image: image16]
4- احسب مساحة ومحيط المستطيل الذي بعداه 4سم ، 6سم

[image: image17]
5- احسب مساحة ومحيط المعين الذي طولا قطريه 12، 16سم

[image: image18]
كثيرات الوجوه

تعريف:

يسمى أي حيز في الفراغ محدود بسطح أو عدة سطوح مجسماَ ويسمى المجسم كثير وجوه إذا كانت كل السطوح التي تحده مستوية 

وتسمى هذه المستويات وجوهاَ والمستقيمات التي تتقاطع فيها أحرفاَ. أما نقاط تقاطع الأحرف فتسمى الرءوس.


[image: image19]
المنشـــــور

ٌ إذا قطع منشور بمستويات متوازية تقطع جميع الأحرف الجانبية ، فإن المقاطع الناتجة هي مضلعات متطابقة .

ٌ المساحة الجانبية للمنشور = حاصل ضرب محيط مقطعه القائم في طول حرفه الجانبي

ٌ حجم المنشور هو حاصل ضرب مساحة قاعدته في ارتفاعه .

ٌ حجم المنشور يساوي حاصل ضرب مساحة المقطع القائم في طول الحرف الجانبي .

· مثال (2):

أكمل العبارات التالية:

ا~ يسمى أي حيز في الفراغ محدود بسطح أو عدة أسطح .....
ب~ يسمى كثير الوجوه منشورا إذا كان ............، ..............
ج~ يسمى المنشور منشورا قائما إذا كانت أحرفه الجانبية .......
د~ يسمى المنشور منشورا منتظما إذا كان ........ وكانت قاعدة .........
ه~ يسمى المنشور متوازي السطوح إذا كان ........   وكانت قاعدته ........
و~ يسمى متوازي السطوح متوازي مستطيلات إذا كان .....   و كانت قاعدته ...........
ز~ متوازي المستطيلات التي جميع أحرفه متساوية يسمى ..........
الحل

ا~ مجسما
ب~ فيه وجهان مضلعان متطابقان و يقعان في مستويين متوازيين., كل الأوجه الباقية متوازي أضلاع
ج~ تعامد القاعدتين 

د~ قائما – مضلعا منتظما
ه~ رباعيا – متوازي أضلاع

و~ قائما – مستطيلا

ز~ مكعبا
نظرية (8-1)

إذا قطع منشور بمستويات متوازية تقطع جميع الأحرف الجانبية فإن المقاطع الناتجة هي مضلعات متطابقة.
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نظرية ( 8-2)

المساحة الجانبية للمنشور تساوي حاصل ضرب محيط مقطعه القائم في طول حرفه الجانبي.

· مثال (1): في منشور خماسي منتظم طول الحرف الجانبي 20سم  وطول ضلع القاعدة 16سم أوجد 
ا~ المساحة الكلية . 

الحل

المساحة الكلية = المساحة الجانبية +   مساحة القاعدتين

                 =   محيط القاعدة × الارتفاع + 2 × %؛4 × (16)@ ظا 54%
                 = 16 × 5 × 20 + 2 × %؛4 × (16)@ ظا 54%
                 = 2480.88سم@

· تمرين(1): 
منشور ثلاثي منتظم ارتفاعه 10سم وطول ضلع قاعدته 6سم فإن 

     ا~ مساحة قاعدته = .............           

     ب~ محيط القاعدة = .........    

    ج~ المساحة الجانبية للمنشور = .............

     د~ المساحة الكلية للمنشور = .............
·    الواجب :
منشور خماسي منتظم ارتفاعه 6سم وطول ضلع قاعدته 8سم فإن 

  ا~ مساحة قاعدته = ............. 

  ب~ محيط القاعدة = .........

  ج~ المساحة الجانبية للمنشور = .............

  د~ المساحة الكلية للمنشور = .............
حجم المنشور

· مثال (1): في منشور خماسي منتظم طول الحرف الجانبي 20سم  وطول ضلع القاعدة 16سم أوجد 
       ا~ حجم المنشور                               ب~ المساحة الكلية . 

الحل:
 حجم المنشور =  مساحة القاعدة × الارتفاع 

                  = مساحة الخماسي ×الارتفاع

                  =  عدد4؛ الا ؛ضلا ؛ع؛  . ل@ جا (نصف الزاوية ) ×الارتفاع 

                 = %؛4 × (16)@ ظا 54% × 20 = 8808.8 سم#

· مثال 2: منشور رباعي منتظم ارتفاعه 8 سم ، وحجمه  ۲00  سم# ، أوجد :
1~  طول ضلع قاعدته .


ذ~ مساحته الجانبية .

الحل

1~   الحجم = مساحة القاعدة × الارتفاع 


 ۲00 = ق × 8


ئ ق = ۲5 سم@


ئ طول ضلع القاعدة = [۲5/  = 5 سم

ذ~ المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الارتفاع 

                      = {4×5} × 8 

                      =  160 سم@
· تمرين(1): 
منشور ثلاثي منتظم ارتفاعه 20سم وطول ضلع قاعدته 8سم فإن 

     ا~ مساحة قاعدته = .............           

     ب~ محيط القاعدة = .........    

    ج~ المساحة الجانبية للمنشور = .............

     د~ المساحة الكلية للمنشور = .............
         ه~ حجم المنشور = ..............
·    الواجب

منشور خماسي منتظم ارتفاعه 10سم وطول ضلع قاعدته 6سم فإن 

  ا~ مساحة قاعدته = ............. 

  ب~ محيط القاعدة = .........

  ج~ المساحة الجانبية للمنشور = .............

  د~ المساحة الكلية للمنشور = .............
      ه~ حجم المنشور = ..............
المنشور المائل

·   مثال (1) : منشور حجمه 280 سم# ، قاعدته مربعة الشكل ، تميل أحرفه الجانبية على مستوى قاعدته بزاوية 30% ، احسب طول قاعدته عندما يكون طول حرفه الجانبي10سم .  
الحل:
ارتفاع المنشور (ع) = طول الحرف(ل) × جيب زاوية ميل الحرف (جاه )

         ع = 10جا30 ْ = 5سم

  مساحة القاعدة = حجم المنشور ÷ الارتفاع  

                   = 280÷ 5 = 56سم@  

القاعدة على شكل مربع    ئ   طول ضلع القاعدة = [6خح5/     
· تمرين :

منشور ثلاثي مائل طول حرفه الجانبي 10 سم وتميل أحرفه الجانبية على مستوى القاعدة بزاوية  قياسها 60 %  .
إذا كانت القاعدة على شكل مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه 6سم .فأوجد

      ا~ حجم المنشور .         ب~  مساحة المقطع القائم .
· الواجب:

منشور رباعي مائل قاعدته على شكل معين قطراه 6سم ، 8سم وطول حرف المنشور 12سم ويميل على القاعدة بزاوية 30 ْ أوجد

  ا~ حجم المنشور 

ب~ مساحة المقطع القائم

الـهـرم

ٌ المساحة الجانبية للهرم القائم =  !؛2 محيط القاعدة في ارتفاع الوجه الجانبي

ٌ حجم الهرم الثلاثي يساوي ثلث حاصل ضرب الارتفاع في مساحة القاعدة

ٌ حجم أي هرم يساوي ثلث حاصل ضرب الارتفاع في مساحة القاعدة .

ٌ إذا تساوى ارتفاع هرمين وتساوت مساحتا قاعدتيهما فإن للهرمين الحجم نفسه.
· مثال (1): في هرم ثلاثي القاعدة مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه 12سم وطول كل من الأحرف الجانبية 8سم احسب:
    ا~ ارتفاع الهرم          ب~ حجم الهرم       ج~ مساحة الهرم الكلية 

الحل:

الارتفاع = |اب |@- |ب م|@                                      
          = (8)@- (4 [3 /)@ = 4سم

حجم الهرم = !؛3 مساحة القاعدة × الارتفاع                                  

             = !؛3 مساحة المثلث المتطابق الاضلاع  × الارتفاع                       

            = !؛3 ×    ش#:؛4  ل@  × 4 = !؛3 ×  [3 / ×12@ = 48  [3 /  سم#

مساحة الهرم الكلية = مساحة القاعدة + المساحة الجانبية
                       = مساحة المثلث المتطابق الاضلاع + !؛2 محيط القاعدة × ارتفاع الوجه الجانبي
                      =   ش#:؛4  ×12@ +  !؛2 (3×12) × 2 [7 /

                      = 36(  [7 / +  [3 / ) 

· مثال (2): ماهي المساحة الكلية لرباعي وجوه منتظم طول حرفه 6سم ؟
الحل :

 المساحة الكلية لرباعي الوجوه المنتظم = [3خح / ل@  

                                          = 36 [3خح / 

حل آخر :

المساحة الكلية لرباعي الوجوه = 4 ×مساحة أحد الوجوة
نظرية:

في أي هرم مساحة المقطع الذي يوازي القاعدة ويبعد ك عن الرأس هي  ى؛ @ذعع؛ ×ق  حيث ع هو ارتفاع الهرم وق هي مساحة القاعدة .
· مثال: قطع هرم مساحة قاعدته 45سم@ وارتفاعه 6سم بمستوِ يوازي القاعدة فكانت مساحة المقطع الناتج 20سم@  . كم يبعد المقطع عن الرأس وما نسبة حجمي الهرمين.
الحل:

المقطع الذي يوازي القاعدة ويبعد ك عن الرأس هي  ى؛ @ذعع؛ ×ق  
    20 =  ى؛6 3@؛  × 45       ئ  ك@ = 16        ئ  ك = 4سم 

حجم الهرم الأول = !؛3 ق  1 × ع  1 =  !؛3 × 45 × 6

حجم الهرم الثاني =!؛3 ق  21 × ع   2 =  !؛3 × 20× 4

  نسبة حجمي الهرمين =  8 :27

· تمرين :

قطع هرم مساحة قاعدته 196سم@ بمستوِ يوازي القاعدة ويبعد عنها مسافة 10سم إذا كانت مساحة المقطع الناتج 144سم@

فاحسب ارتفاع الهرم وحجمه
· الواجب:

   احسب حجم هرم فيه الارتفاع16 سم و القاعدة معين طولا قطريه 6 ، 8 سم .

الهرم الناقص

ٌ المساحة الجانبية لهرم ناقص = !؛2 مجموع محيطي القاعدتين في ارتفاع الوجه الجانبي .

ٌ حجم الهرم الناقص =  !؛3 ع ( ق 1 +ق  2 + [ق  1//////ق////// 2 )

حيث ع الارتفاع  ،  ق 1  ، ق  2 هما مساحتا القاعدتين  .
· مثال: في هرم رباعي ناقص وقائم القاعدتان مربعان ضلعاهما 5سم ، 15سم 
إذا كان ارتفاعه 12سم، فاحسب حجم الهرم ومساحته الكلية.
الحل:

ق  1 (القاعدة الأولى) = 15×15= 225

ق  2 (القاعدة الثانية)= 5×5= 25

ع (الارتفاع )= 12سم

حجم الهرم الناقص =  !؛3 ع ( ق 1 +ق  2 + [ق  1//////ق////// 2 )

                    = !؛3  × 12{225+25+ 5×15}

                   = 1300سم#

في المثلث القائم الذي طولا ضلعيه 5سم ،12سم

يكون ارتفاع الوجه الجانبي هو الوتر

الوتر =        [4خح4/1/+/5/ذ  = 13سم

المساحة الجانبية لهرم ناقص = !؛2 مجموع محيطي القاعدتين في ارتفاع الوجه الجانبي .

                              =  !؛2 × { 4×15+ 4×5} ×13

                              = 520سم@

المساحة الكلية = المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين

               = 520+ 225+25= 770سم@
· تمرين:

هرم رباعي ناقص القاعدتان مربعان ، طولا ضلعي قاعدتيه المتوازيتان 16سم ,6سم وارتفاعه 12سم احسب :

      ا~ حجم الهرم الناقص                                  ب~ المساحة الكلية للهرم الناقص .
· واجب:
       هرم ناقص مساحة قاعدتيه ق 1 = 36 سم@ ،  ق  2 = 81سم@ ، حجمه = 513سم#. 
          احسب   ا~ طول ارتفاع الهرم الناقص       ب~ حجم الهرم الكامل .
الاسطوانة

تعريف:

الأسطوانة الدائرية القائمة هي الجسم الناتج من دوران سطح مستطيل حول أحد أضلاعه دورة كاملة.
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ٌ حجم الاسطوانة الدائرية  = مساحة القاعدة × الارتفاع  = ط قق@ ع 

ٌ المساحة الجانبية للاسطوانة الدائرية القائمة = محيط القاعدة × الارتفاع =2ط قق ع
· مثال 1: أوجد حجم اسطوانة دائرية قائمة محيط قاعدتها 44سم وارتفاعها 10سم  وكذلك مساحتها الجانبية.
الحل:

   محيط القاعدة = ذ ط قق = 44           ئ  قق = 44÷ { ذ × @؛@7؛ } = 7سم

  حجم الاسطوانة = ط قق@ ع 

                    = @؛@7؛ ×7@ × 10

                   = 1540سم#

المساحة الجانبية للاسطوانة الدائرية القائمة = محيط القاعدة × الارتفاع =2ط قق ع 

                                            = ذ ×@؛@7؛ × 7× 10

                                           =3080سم@
· تمرين 1 :

إذا كان طول قطر اسطوانة دائرية قائمة 14سم وطول ارتفاعها يساوي ثلاثة أمثال طول قطرها  فما مساحتها الكلية .

· تمرين 2:
احسب نسبة حجمي الأسطوانتين الممكن تكوينهما بطي قطعة ورق مستطيلة أبعادها 20سم، 30سم.ماهي النسبة 

لو كانت الأبعاد س سم , ص سم

· الواجب:

طويت ورقة مستطيلة بعداها 20سم ، 24سم حيث أصبحت اسطوانة دائرية قائمة ارتفاعها 20 سم احسب حجمها ومساحة سطحها وإذا قطعت الاسطوانة يحوي محورها فما مساحتها؟
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المخروط

تعريف:

المخروط القائم هو الجسم الناتج من دوران مثلث قائم الزاوية حول أحد ضلعي الزاوية القائمة.
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ٌ حجم المخروط الدائري = !؛3 مساحة القاعدة × الارتفاع = !؛3 ط ر@ ع
ٌ مساحة السطح الجانبي للمخروط الدائري القائم =  !؛2 محيط القاعدة في طول الراسم = ط ر ل

ٌ حجم المخروط الناقص = !؛3 ط ع ( ر@ 1+ ر@ 2 +ر  1 ر  2) 

 ٌ المساحة الكلية للمخروط = المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 

                             = طر ل         +   ط ر@
· مثال 2: في مخروط دائري قائم طول نصف قطر القاعدة 8 سم وطول الراسم 17سم .احسب الحجم والمساحة الكلية 
الحل
     الارتفاع         ع@ = 17@- 8@ = 225 
               ع = 15 

حجم المخروط  =  !؛3 ط قق@ × ع         
                  = !؛3 ط × 8@ × 15 = 320 ط سم# 

المساحة الكلية  =   ط قق@  +  ط قق ل

                 = ط × 8@ + ط × 8 ×17 = 136 ط سم@
· تمرين: 

   مخروط دائري قائم طول راسمه 10سم ومساحة قاعدته 36سم@ ،احسب

    ا~  حجمه .     

   ب~  مساحة المقطع العمودي على مستوى القاعدة والمار بالرأس .

· واجب:

  في مخروط دائري قائم , طول قطر قاعدته 12سم , وطول راسمه 10سم أوجد :

      ا~ حجم المخروط                ب~ المساحة الكلية.

الاسطوانة والمخروط

· مثال(1) : حشرت أسطوانة دائرية قائمة داخل مخروط دائري قائم بحيث ارتكزت إحدى قاعدتيها على قاعدة المخروط ومس محيط قاعدتها الثانية السطح الجانبي للمخروط .إذا كان قطر الاسطوانة 7سم وارتفاعها 12سم وكان ارتفاع المخروط 24سم فاحسب حجم المخروط ومساحته الكلية .
الحل:
من تشابه المثلثين م ج ء ، م ا ب نجد أن :

    |اب|:|ج ء | = |م ن |:|م ه|

وعليه قطر المخروط |اب| = 7×24 ÷ {24-12} = 14سم

حجم المخروط =  !؛3 مساحة القاعدة × الارتفاع = !؛3 ط ر@ ع
               = !؛3 × @؛@؛7 ×7@ ×24= 1232سم@
طول راسم المخروط ل =  [7:@:+:4:ذ:@: = 25سم

إذن المساحة الجانبية للمخروط = ط ر ل 

                                = @؛@؛7 × 7 × 25= 550سم@

لكن المساحة الكلية للمخروط = المساحة الجانبية + ط ر@

                               = 550+ 154= 704سم@
· مثال2

اب ج د شبه منحرف قائم الزاوية في  ج ؟ إذا كان : 
‘اب‘ = 5   ،   ‘ب ج‘ = 4    ،   ‘دج‘ = 8

فإذا دار شبه المنحرف دورة كاملة حول أج دٍ  فأحسب :
1~ مساحة الجسم الناشئ من الدوران .                 ذ~ حجم الجسم الناشئ من الدوران .

الحل:

الجسم المتولد من الدوران هو
 اسطوانة يعلوها مخروط

مساحة قاعدة الأسطوانة   = ط × 4@ = 16 ط                  وحدة مربعة
المساحة الجانبية للاسطوانة = 2ط ر ع 
 = 2 ط × 4 × 5 = 40ط           وحدة مربعة
المساحة الجانبية للمخروط = ط ر ل
  = ط × 4 × 5 = 20ط              وحدة مربعة
مساحة الجسم المتولد من الدوران  = 16ط + 40ط +20ط = 76ط  

حجم الاسطوانة = ط ر@ ع
                  = ط × 4@ × 5 = 80ط                      وحدة مكعبة
حجم المخروط = !؛3 ط ر@ ع
= !؛3 ط × 4@ × 3 = 16ط                    وحدة مكعبة
  حجم الجسم المتولد من الدوران = 80ط + 16ط = 69ط       وحدة مكعبة
· تمرين

خيمة على هيئة اسطوانة دائرية قائمة يسقفها مخروط دائري قائم .إذا كان قطر الاسطوانة 7أمتار وارتفاع الخيمة 5 أمتار وارتفاع المخروط 3أمتار فاحسب حجم الخيمة ومساحتها الجانبية { ط = @؛@؛7 }

الكرة

تعريف:

الكرة هي السطح المكون من جميع نقاط الفراغ التي يبعد كل منها عن نقطة معينة م بعدا ثابتا
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أوضاع مستوٍ بالنسبة إلى الكرة:
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مستوى يقطع الكرة                                             مستوى يمس الكرة
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مستوى لا يقطع الكرة
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       منطقة كروية                        قبة كروية                            قطاع كروي

    ٌ إذا اقتطعت من كرة نصف قطرها ر قبة كروية ارتفاعها ع فإن حجم القبة الكروية

              =   ط؛3 ع @ (3ر –ع )

  ٌ حجم الكرة =  $؛3 ط ر# حيث ر هو نصف قطرها.

في كرة نصف قطرها ر يكون حجم القطاع الكروي القائم على قبة كروية ارتفاعها ع هو

   @؛3 ط ر@ع

  ٌ  في كرة نصف قطرها  ر تكون مساحة قبة كروية ارتفاعها ع هي 2طرع
· مثال(1):  احسب حجم كرة نصف قطرها 3سم ومساحة سطحها ؟
الحل:

حجم الكرة =  $؛3 ط ر#
              = $؛3 ط 3# = 36ط سم#

مساحة الكرة = 4ط ر@ =36ط سم@

· مثال(2): احسب مساحة وحجم قبة كروية ارتفاعها 1سم ونصف قطر قاعدتها 5سم 
 الحل : 
ر@ - ( ر – 1)@ = 25      ئ ر = 13 سم

نصف قطر الكرة = 13 سم   

مساحة القبة الكروية = 2طرع  

                              = 2× ط × 13 ×1                               
                             = 26ط   سم@                                                 
 حجم القبة الكروية =   ط؛3 ع @ (3ر –ع )
                       =  ط؛3 × 1@ ( 3 × 13 – 1)

                      =       ؛؛؛*؛؛؛؛#؛؛؛؛؛؛؛؛3؛؛ط؛؛؛؛؛   سم#
·   مثال2: أنبوبة معدنية على شكل اسطوانة دائرية مفتوحة ، طولها ۲متر ، وطول نصف قطرها 0.6 متر ، يراد تحويلها إلى خزان للماء ،   قفل طرفا الأنبوبة بنصفي كرة مفرغة ، طول نصف قطرها مساو لطول نصف قطر الأنبوبة ، بحيث يكون سطحا نصفي الكرة إلى الخارج ،  أوجد بدلالة  ط  مايلي :  


  1~ حجم الخزان الناتج .                       2~  المساحة السطحية للخزان الناتج .
الحل
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حجم الخزان  =     حجم الاسطوانة    +   حجم نصفي الكرة

=         ط ر@ ع        +        $؛3 ط ر#

=  ط × {0.6}@ × 2   +   ط × $؛3 × {0.6}#

=         0.72 ط       +       0.288 ط      =   1.008 ط   م#

المساحة الكلية =  المساحة الجانبية للاسطوانة + المساحة السطحية لنصفي الكرة

=            2ط رع            +              4 ط ر2
=     2× ط  0.6  2     +         4  ط  (0.6)2
=             2.4 ط            +             1.44  ط
=                           3.84  ط   م2
· مثال3: كرة قطعت بمستوى يبعد  8سم  عن مركزها ، فكانت مساحة المقطع الناتج =154سم@ ، أوجد طول نصف قطر الكرة .
الحل:
مساحة المقطع =  قق@ × ط         
154 = 3.14 × قق@
ئ قق@ = 49 
ئ  قق =7 سم
‘ ج ن‘ = 7سم ، ‘ ن م ‘ = 8سم

من فيثاغورس نجد أن :
‘ ج م ‘@  = ر @ = ‘ ج ن‘@ + ‘ ن م ‘@
               ر @  =  49 + 64 = 113
ئ ر =  [3خح1/1/  سم

·   تمرين :

قطعت كرة بمستويين متوازيين يقعان في الجهة نفسها من المركز فكان قطر المقطعين الناتجين 10 سم ، 24سم وكان البعد بين المقطعين 7سم .احسب حجم الكرة وحجم القطعة الكروية؟
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· الواجب:

   احسب مساحة منطقة كروية البعد بين قاعدتيها 2سم وقطراهما 16سم ، 12سم.
أحبتي الكرام
باسمكم جميعا نشكر ونقدر لكل من ساهم في خروج هذا العمل لأرض الواقع ، لأجل 
المعالي لشرح دروس الرياضيات ثالث ثانوي الفصل الثاني
عمل أعده وكتبه أهل التخصص والخبرة في
تعليم الرياضيات للمرحلة الثانوية
لعدد من مناطق ومحافظات المملكة العربية السعودية
منطقة مكة المكرمة ( محافظة القنفذة ) المنطقة الشرقية ( الدمام ) منطقة الرياض ( محافظة الزلفي )

إعداد الأساتذة /

أ. سالم بن علي السهيمي . تطبيقات حساب التفاضل
مدرسة عبدالرحمن بن عوف الثانوية - بني سهيم – تربية وتعليم القنفذة
أ. محمد بن احمد الشاطري . حساب التكامل
معلم الرياضيات بمدرسة الملك عبدالله بالمنطقة الشرقية . الدمام
أ. محمد عبدالمنعم عبدالجواد . تطبيقات حساب التكامل
معلم الرياضيات بمدرسة طيبه الثانوية بمحافظة الزلفي
أ. جمال عبدالكريم حسن . الهندسة الفراغية
معلم الرياضيات بمدرسة الإمام محمد بن سعود بمحافظة الزلفي
المراجعة العلمية /

الأستاذ / محمد بن احمد الشاطري
تنسيق وإخراج / الأستاذة / تأملات
رئيسة أعمال منتديات يزيد ( بكالوريوس رياضيات )

الإشراف العام /  رئيس شعبة الرياضيات بمحافظة الزلفي
والمشرف العام على مكتبة الرياضيات الحاسوبية
خالد بن عبدالمحسن الطريقي
كلمات من رئيس قسم الرياضات بجهاز الوزارة ثامر بن حمد العيسى

اطلعت على المنهج الرقمي الذي قمتم بإعداده وهو بحق عمل غير مسبوق ويقدم خدمة كبيرة لمعلمي ومعلمات الرياضيات بالصف الثالث الثانوي .
فهو بحق عمل مميز وإبداعي يستحق الشكر والتقدير والثناء .
فلكل من شارك في هذا العمل وساهم فيه نقول له جزيت خيراً وبارك الله فيك وجعل ماقمت به في موازين أعمالك .
لمثل هذا العمل يرتقي التعليم ، لمثل هذا العمل يحق لنا أن نفتخر .[image: image31.png]
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